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序 言 


我 们 伟大 的 祖国 ,为 了 尽早 实现 四 个 现代 化 的 宏伟 大 业 ， 
需要 造就 大 批 又 红 又 专 的 、 具 有 高 度 文化 修养 和 现代 科学 知 
识 的 工业 大 军 、 农 业 大 军 、 科 技 大 军 、 文 化 大 军 和 国防 大 军 。 这 
是 一 项 押 在 全 体 人 民 面 前 的 极为 艰巨 的 和 企 务 。 人 才 的 培养 ， 
赤 础 在 教育 。 然而 , 目前 我 国 每 年 只 可 能 吸收 很 小 一 部 分 中 
学 半 业 生 进 入 高 等 院 裤 深 造 ， 大 批 巴 经 走 上 或 将 要 走 上 各 种 
工作 岗位 的 千 千 万 万 青年 人 ， 痢 这 切 要 求学 习 现 代 科学 基础 
知识 ,以 适应 新 时 期 的 怖 要。 所以， 在 办 好 高 等 院 校 的 同时 , 
.还 应 尽量 为 那些 不 能 升 入 大 学 或 无 法 离职 进入 大 学 的 青年 提 
供 良好 的 业余 学 习 条 件 。: 为 此 ， 上海 科学 技术 出 版 社 编辑 出 
版 < 大 学 基础 数学 自学 丛书 ?>、《 大 学 基础 物理 学 从 书 > 和 «大 - 
学 基础 化 学 自学 丛书 >。 

《大 学 基础 数学 自学 丛书 > 由 我 们 负责 主编, 由 北京 大 学 、 
北京 师范 大 学 和 复旦 大 学 数学 系 有 关 教 师 执笔 编写 。 包 括 < 一 
元 函数 微分 学 ?>、< 一 元 函数 积分 学 >、k 多 元 函数 微 积 分 ?9、<《 级 
数 >、《 空 间 解 析 几 何 >、.<《 高 等 代数 ?、< 复 变 函 数论 基础 >、< 常 微 
分 方程 基础 >、《 概 率 论 与 数理 统计 基础 >、*< 微 分 几何 基础 > 
< 有 限 数学 习 论 ?等 共 十 一 种 ,可 供 具 有 相当 于 高 中 文化 程度 。 
有 志 于 自学 大 学 数学 课程 的 广大 读者 使 用 。 

本 《丛书 ?是 一 套 大 学 基础 课 的 自学 读物 ， 与 中 学 程度 的 
< 汝 理化 自学 丛书 >? 相 衔 接 。 为 了 使 自学 读者 在 没有 教师 讲课 
的 条 件 下 读 们 、 学 好 ,其 内 容 选 取 和 编排 不 同 于 一 般 的 大 学 课 


一 工 一 


本 。 文 字 斥 述 用 讲课 的 形式 书写 ; 概念 引入 尽量 从 具体 的 、 萤 
俗 的 地 方 入 手 , 逐步 深入 ; 内 容 安 撞 抓 住 重点 ， 讲 深 讲 透 。 为 
了 对 读者 解 题 有 所 启发 ,巩固 所 学 的 基础 知识 等 ,文中 举 有 就 
多 的 例题 ; 凡 估计 读者 容易 发 生 困难 的 地 方 ,尽量 给 予 必要 的 
分 析 。 习 题 、 例 题 均 按 章 分 节 安 排 ， 书 后 附 有 习题 答案 或 提 
示 。 每 册 之 首都 有 编者 的 话 , 指导 读者 自学 全 书 。 总 之 ， 想 尽 
可 能 减少 自学 中 的 困难 。 

自学 ,时 间 总 比 在 校 学 习 紧 得 多 。 要 自学 有 成 就 , 没什么 
“ 谈 鸣 ”如 果 有 的 话 , 那 就 是 “多 时 考 , 多 练习 ,热能 生 巧 ”。 

学 习 必 须 从 自己 的 实际 水 平 出 发 ， 学 每 本 书 要 有 一 定 的 
基础 。 选读 顺序 可 根据 编者 的 话 的 指导 和 进行。 有志 者 ， 事 亮 
上 成。 希望 广大 读者 循序 渐进 、 持 之 以 恒 、 委 而 不 人 地 学习 。 图 
大 家 努力 学 好 。- 1 

< 丛书 > 编审 过 程 中 得 到 了 北京 大 学 数学 系 、 北 京师 范 大 
学 数学 系 和 北京 师范 学 院 数学 系 领导 的 大 力 支持 ;许多 同志 
参加 了 提纲 - 样稿 的 讨论 , 并 提供 了 宝贵 的 意见 ; 编撰 者 和 审 
稿 人 为 < 丛书 ?付出 了 辛勤 的 劳动 , 遭 此 一 并 致谢 。 

由 于 《丛书 ?编写 和 出 版 的 时 间 仓 促 , 难 免 有 铁 点 和 错误 ， 
希望 读者 不 吝 网 教 

江 泽 涵 赵 问 庚 


于 北京 大 学 碰 责 园 ”于 北京 师范 大 学 工 五 楼 
1980 年 1 月 


过 ~ 


编者 的 话 


有 限 数学 与 其 说 是 一 个 数学 学 科 ， 还 不 如 说 是 一 些 数学 
学 科 的 总 称 、 按 其 本 来 的 含义 ， 它 只 研究 有 限 个 元 素 的 集合 
所 涉及 的 数量 或 类 似 于 数量 的 关系 有限 数 学 包 食 的 范围 是 
极其 广泛 的 ,几乎 很 难 穿 尽 它 . 

本 书 作 为 引 论 ， 主 要 目的 是 介绍 一 些 较 为 常用 的 有 限 阔 
学 知识 和 方法 ， 这 些 方法 大 多 不 太 适 合 于 列 入 一 般 的 数学 分 
析 、 几 何 或 代数 等 教程 中 ， 因 此 在 本 书 中 ， 我 们 并 不 拘泥 于 
有 限 数学 的 定义 ， 以 及 它 到 底 有 些 什 么 具有 代表 性 的 重要 课 
题 , 而 只 是 选取 一 些 初 浅 的 、 但 是 应 用 范围 较为 普遍 的 课题 ， 
甚至 包括 ,严格 地 说 ,并 不 属于 有 限 数学 的 个 别 课题 ， 具 有 中 
等 数学 基础 的 读者 ， 可 通过 学 习 本 书 而 掌握 一 些 初等 的 数学 
方法 ,为 进一步 学 习 其 他 高 等 数学 而 打下 一 定 程度 的 基础 . 

本 书 第 一 章 介绍 集合 的 概念 § 并 在 附录 中 介绍 近 一 二 十 
年 来 活路 于 应 用 科学 中 的 癌 晰 集 ( 模 精 集 ) 概念 ; 第 二 章 介绍 
命题 逻辑 与 谓词 概念 ; 第 三 章 介绍 集合 上 的 关系 、 运 算 以 及 一 
些 常见 的 代数 系统 ; 第 四 章 列 举 一 些 数 数 问 题 及 数 数 的 基本 
方法 ,其 中 的 麦 比 乌 斯 变换 法 是 初等 数论 中 的 一 个 方法 ; 第 五 
章 介 绍 有 限 图 与 平面 图 的 一 般 概念 。 这 些 知 识 是 在 计算 机 科 
学 及 其 它 应 用 领域 中 必需 的 数学 工具 之 一 。 其 中 第 一 章 是 全 
书 的 基础 ,其 它 者 章 除 某 些 例题 与 个 别 定义 、 定 理 处 ， 都 可 以 
自 成 系统 。 因 此 ， 如 将 与 别 的 章节 有 联系 的 个 别 部 分 暂时 略 
过 ,读者 就 可 以 从 第 一 牵 跳 读 任 何 一 章 。 


本 书 力求 通俗 易 懂 ,在 各 章 中 都 安排 了 丰富 有 趣 的 例题 ， 
而 不 需要 很 多 准备 知识 ， 适 仓 于 具有 中 学 数学 知识 的 读者 自 


学 。 


读者 在 自学 过 程 中 ， 应 把 注意 点 放 在 弄 清 定义 与 定理 的 
食 义 、 证 明 的 要 点 与 关键 以 及 运算 的 要 领 上 ,要 在 脑 中 有 一 个 
清晰 的 “形象 ”. 在 没有 乔 清 定义 与 定理 的 会 义 之 前 最 好 不 
要 往 下 读 . 

本 书 中 有 些 标 ca” 号 的 部 份 ， 读者 在 初 读 时 如 果 感 到 软 
难 , 则 可 以 在 学 完 这 一 章 后 , 回 过 来 补 读 , 甚至 可 以 略 去 不 读 。 
这 不 影响 掌握 全 书 知识 的 完整 ， 

北京 师范 大 学 数学 系 汪 培 庄 同 志 不 秤 辛苦 审阅 了 本 书 初 
稿 , 提出 了 不 少 宝贵 的 意见 , 在 此 谨 至 谢意。 . 

六 者 抱 姑 识 本 平 ,如 有 不当 忆 不 之 外 ,请 同志 们 弦 

指正 , 以 便 改 进 . | 

装 光 所 
于 北京 大 学 数学 系 
1981 年 8 月 
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一 一 一 一 第 一 章 一 一 一 一 
有 限 人 集合 


第 一 节 集合 的 基本 知识 复习 


在 中 学 数学 由, 我 们 曾经 遇 到 过 “集合 ”这 个 概念 为 了 
本 书 引 用 方便 ,我们 在 这 里 简要 地 回忆 一 些 重要 的 概念 .“ 集 
合 ” 这 个 词 可 以 用 来 表示 任何 一 组 东西 , 只 要 我 们 对 每 一 个 特 
定 的 东西 都 能 确定 它 是 否 属于 这 个 组 就 行 ， 一 个 性 质 、 一 种 
分 类 或 一 种 范围 常常 相应 地 规定 了 一 个 集合 . 

定义 1 一 个 集合 是 指 具 有 确切 含义 的 一 堆 东 西 。 这 堆 
东西 中 的 每 一 个 , 称 为 这 个 集合 的 元 素 。 集合 中 的 每 两 个 元 
索 部 认为 是 不 同 的 . ， 

一 般 用 大 写 拉丁 字母 表示 一 个 集合 ， 有 时 还 用 带 下 标 或 
` 上 标 以 示 区 别 ， 用 记号 <E 4、 oE 4 分 别 表示 “是 4 的 元 素 
和 ce 不 是 4 的 元 素 、 只 有 有 限 个 元 素 的 集合 叫做 有 限 集 ， 

“有 限 数学 ”的 对 象 往往 是 某 些 有 限 集 . 

描写 一 个 集合 的 方法 有 两 种 ， 一 种 是 列举 法 ， 在 一 个 花 
括号 内 列 出 这 个 集合 的 所 有 元 素 ， 这 种 方法 对 元 素 多 的 或 规 
律 性 复杂 的 集合 无 能 为 力 ; 另 一 种 是 清楚 地 描述 这 个 集合 的 
元 素 所 具有 的 特性 , 称 为 特征 描述 法 .例如 

工 = {aja 为 某 平 面 P 上 的 一 个 矩形 , a 的 面积 = 地 : 
表示 了 为 平面 P 上 一 切 具 有 面积 为 1 的 矩形 所 组 成 的 集合 ， 
又 如 集合 

= {w|z 实数 ， + 0 


= { 直 角 三 角形 | 直角 边 w.2 及 斜 边 o 满足 办 十 六 > 

部 没有 公 们 元 这 种 没有 元 素 的 集合 可 以 认为 都 是 一 样 
的, 称 为 空 集 ， 在 集合 论 中 约定 , 空 集 只 算 一 个 , 不 再 按 其 具 
体 的 来 源 区 别 它们 ， 空 集 记 为 多 

定义 2 如 果 集 合 4 中 的 元 素 都 是 集合 B 中 的 元 素 , 则 
称 4 是 8 的 子 集 ， 记 为 4CB (记号 “C” 是 由 记号 “<” 变 
形 而 来 的 ) ,或 说 BB 包含 4( 见 图 1). 

显然 ,对 任何 集合 4 均 有 4C4, 0c4， 

须要 注意 的 是 : 即使 是 同一 个 集合 的 两 个 子 集 , 也 未 必 一 
定 可 以 比 大 小 . . 

如 果 4cCB, BC4, 则 称 和 4 与 吕 相 等 , 记 成 4 一 B. 

为 了 对 集合 的 运算 有 直观 形象 ， 我 们 常用 平面 上 的 一 个 
图 形 内 所 包含 的 点 来 表示 一 个 集合 , 称 为 集合 的 文 氏 (Venn) 
图 . 

定义 8 把 4. 3 两 个 集合 中 的 元 素 放 在 一 起 (相同 的 元 
素 只 算 一 个 ), 所 得 到 的 新 集合 叫做 4 与 的 并 集 (或 和 集 )， 
记 成 4UB( 或 4+ 吾 ( 见 图 工 2. | 

定义 4 把 4、 也 两 个 集合 中 共有 的 元 素 放 在 一 起 所 得 
到 的 新 集合 叫做 4 与 的 交集 (或 积 集 ), 记 成 4 站 B( 或 4B》 
( 见 图 1-3). 车 4N .8-8 则 称 4 与 B 不 交 ( 见 图 二 少 . 


> 构 、 


图 1 图 1-2 1-3 
定义 5 把 4 中 不 属于 B 的 那些 元 素 放 在 一 起 所 得 到 
的 新 集合 叫做 4 与 刀 的 差 集 ， 记 成 4 一 3 (或 4\B) ( 见 图 


一 2 一 


SS 


N 


©O 人 


图 1-5 
1-5). 
我 们 约定 ， 当 门 .U 与 一 都 出 现时 ， 先 算 由 山 ,后 算 一 。 
运算 Un 之 间 满 足 两 条 分 配 律 : - 
0 对 的 分 配 律 ,把 U 看 成 “加 ”把 站 看 成 “ 采 ”， 满 尾 
分 配 律 
AN (BUO) = (4NB) U (ANO); 
2) U 对 几 的 分 配 律 ， 把 看 成 “加 ”把 U 看 成 “对 ”, 满 
足 分 配 律 : 
AU (BNO)=(AUB) N(AUO). 
运算 U 及 站 分 别 满足 交换 律 与 结合 律 ,因此 可 以 一 般 地 定义 


日 4=4U4U…U4n 


虽 4= AiN AsN. 站 4 


在 证 明 某 些 集合 之 间 满 足 等 式 时 ， 可 以 直接 证 明 等 式 两 
边 的 集合 有 相同 的 元 素 ， 也 可 以 利用 上 面 所 得 的 规律 以 及 由 
这 些 规律 所 导出 的 规律 来 论证 。 在 论证 过 程 中 , 画 一 个 文 民 
图 可 以 帮助 我 们 得 到 启发 , 


习 - 题 11 


1. 写 出 集合 五- {lw; 纺 |z9 整数 ,一 2<zy<2， 0>30 yy- 
” < 中 的 所 有 元 素 . 

2.“ 某 校 中 一 切 高 个 子 的 人 ”是 不 是 一 个 集合 ? 

3， 画 出 集合 B= {(%, 9) 1y<2% 一 1, x 十 Yy>2,y> 一 二 的 图 


一 


。 写 出 集合 {%, 2， 对 的 一 切 子 集 ， 
. 证 明 4 为 有 限 集 等 价 于 4 的 任何 子 集 为 有 限 集 . 
. 设 4={z|mt 一 1 一 0}, B= {z|zt 一 3x2+2 一 0}, 求 4UB, ANB， 


A-B, B—A. 


“ 化 简 A4Ug, ANg, 4—8, 8 一 4， (4—B) NDB, (4--B)UB, 


(ANB)UB, (4UB) ND. 


-在 下 列 各 条 件 下 , 4 与 召 分 别 有 什 么 关系 (或 是 什么 集合 )9 


(1) 4nB=4， (2) AUB=A; (3) ANB=AUB; 
*(4) 4 一 B= 一 B; [提示 ， 考虑 (4 一 B)UB=AUB.] 


“(5) 4 一 B=B 一 4; [提示 : 考虑 (4-B)UB=-(B-4)U4.] 


9. 


10. 


*(6) (4 一 B)U (BA4)=4, [提示 : 考 虚 B= (BN 4)U (3B 一 4).1] 
设 4={a, 5}, B 二 {{Q}, {2}, {a, 5}, 从, 问 可 根据 什么 规则 从 4 
写 出 B? 
求证 下 列 等 式 
A—B=A~ANB.(4—B)U(B-A)=AUB-ANB; 
(4—B)-0=A—(BUC)=(4-0)—B=(4-0)—(8-0). 


， 证 明 等 式 4cO, BcCCO 等 价 于 4UBcC. 
.证 明 等 式 420, B20 等 价 于 4NB20., 
13. 


证 明 4 一 B= 等 价 于 4NB=. 


第 二 节 全 集 、 补 集 与 对 侦 关系 
对 于 一 个 集合 4, 我 们 常常 会 遇 到 “不 属于 4 的 元 素 的 


全 体 这 一 概念 . 粗略 地 说 , 这 就 是 补 集 的 初始 概念 ， 例 如 4 
是 “不 大 于 s 的 全 体 实数 的 集合 ”, 直观 上 其 补 集 当然 应 该 是 
“大 于 s 的 全 体 实数 ”, 但 仔细 一 推荐 ,显然 这 “ 补 集 ” 的 合 义 并 
不 确切 , 因为 泛泛 地 说 “大 于 s 的 全 体 实数 ”并 不 是 真 包含 了 
一 切 不 属于 4 的 元 素 , 例如 复数 就 并 不 包含 于 其 中 ， 而 复数 
确 是 不 属于 4 的， 至 于 除 s 外 的 东西 很 多 ， 钢 如 英语 字母 , 


一 区 -- 


A 


。 的 子 集 . 


希腊 字母 等 也 是 不 属于 4 的 ， 更 无 法 谈 及 它们 是 否 大 于 # 


了 , 那么 复数 .英语 字母 、 希腊 字母 等 是 否 应 该 属于 s 的 补 集 


妮 ? 到 底 应 该 邵 何 理解 并 定义 4 的 补 集 这 一 概念 呢 ? 其 实 , 出 


. 现 上 面 含义 不 确切 的 主要 原因 ， 是 没有 把 前 提 假 定 指 清楚 . 


例如 我 们 在 把 “大 于 s 的 全 体 实数 ”作为 4 的 补 集 时 , 心里 有 
一 个 没有 说 出 的 但 又 显然 的 假定 , 那 就 是 : 把 全 体 实数 考虑 为 


0 0 0 » 


Se 


有 的 元 素 就 是 指 全 体 实 数 ， 这 是 一 个 参考 集合 , 在 我 们 所 考 
患 的 问题 范围 内 , 它 就 是 一 个 相对 的 最 大 的 集合 ,我们 把 它 称 
为 全 集 , 而 所 讨论 的 其 它 集 合 , 都 是 指 它 的 子 集 ， 在 不 同 的 间 
题 中 , 全 集 不 一 定 相同 , 但 在 同类 问题 中 , 全 集 必须 是 同一 个 ， 
对 具体 问题 而 言 , 全 集 往往 是 明显 的 , 不 会 混淆 的 ， 因 此 常常 
不 特别 说 明 它 , 综 上 讨论 ,我 们 得 到 下 述 概念 ; 

定义 1 在 一 些 具体 问题 中 , 所 考虑 的 一 个 相对 地 认 
为 是 “最 大 的 ”参考 集合 , 叫做 全 集 (或 称 论 域 ), 用 口 直 


示 它 ， 在 这 类 问题 中 所 考虑 的 其 它 集合 都 是 可 2 


定义 2 设 口 是 全 集 , 4 是 它 的 一 个 子 ， 人 人 
集 , 则 称 口 一 4 为 4 的 补 集 , 记 成 , zx 


图 16 中 方形 内 部 表示 全 集 7， 圆 形 包围 图 1-6 
的 部 分 表示 集合 4， 那 末 阴影 部 分 就 是 4 的 补 集 工 
显然 有 
(DD (4)=4; 
(2) 若 4=B, 则 =B, 反之 也 对 。 
对 于 补 集 有 两 个 重要 的 对 偶 公 式 ; 


这 两 个 公式 可 由 图 1-7 中 的 图 形 直 观 地 证 骨 。 也 可 以 用 
第 一 节 定 义 8 证明, 例如 证 明 第 一 个 公式 如 下 ， 


ZR 
2 


AUB 


”图 1-7 


汪 4E€4UB, 由 定义 2 可 知 , ED 且 wE4UB, 于 是 必 
有 2zE4 且 zsEB( 因 若 不 然 , 那 末 *E4 与 zEB 中 至 少 有 
一 个 不 成 立 ， 不 妨 设 vE4 不 成 立 ， 这 就 是 说 wE 4 于 是 
wEAUB, 这 就 与 5E4UB 了 矛盾 了 )， 因 此 zED 一 4 且 
EU—B, 即 <cE ANB. 故 有 
AUBCANE. : 
另 一 方面 , 着 yE ANB, 那 末 yEA, y€ BB， 即 yED, 
yEA, yE B， 因 此 yE4UB ( 因 若 不 然 , 那 末 yE A4U B, 即 
yE 4, yEB 两 省 总 有 一 个 成 立 ， 但 不 论 哪 一 个 成 立 ， 痢 与 
YE 和 4 YEB 相 了 后 ),， 所 以 YE A4U 思 ,也 就 是 
ANBCAUSB. 
: 综合 起 来 ,就 证 明了 第 一 个 对 偶 公 式 . 
第 二 个 对 偶 公 式 可 以 由 第 一 个 对 侦 公 式 推 得 ,方法 如 下 : 
在 第 一 个 对 偶 公 式 中 ,了 到 4=C, B=D, 得 
(CUD) -6ND-=onD, 
两 边 再 取 补 集 , 得 


CUD=0ND, 


A Vs ~— 


这 恰 是 第 二 个 对 偶 公 式 ， 
利用 这 两 个 对 偶 公 式 。 可 以 从 对 介 的 观点 由 第 一 分 配 律 
推导 第 二 分 配 律 ,方法 如 下 : 
AU (BNO) - AU BNO 
= 王 P (BFC) (第 一 对 偶 公 式 ) 
= 甩 介 ( 玉 UO) (第 二 对 偶 公 式 ) 
(ZN 有 U(XANO) (第 一 分 配 律 ) 
一 ZN 站 BN A405( 第 一 对 侦 公 式 ) 
(4UB)N (AUO) (第 二 对 侦 公式 ) 
“=(AUB)NCAUO). 
一 个 集合 常常 同时 代表 一 个 概念 ， 这 个 概念 就 是 这 个 集 
合 的 特征 描述 ， 例 如 说 ,质数 是 一 个 集合 ， 它 又 是 一 个 概念 ; 
猛兽 也 是 一 个 集合 , 同时 又 是 一 个 概念 。 集合 质数 、 猛 兽 中 的 
个 体 各 有 一 个 范围 , 在 形式 迎 辑 学 中 , 把 这 种 范围 称 为 质数 、 
猛兽 这 两 个 概念 的 外 延 . 
既然 集合 对 应 于 概念 ， 那么 集合 之 间 的 运算 就 对 应 于 梳 
念 之 间 的 逻辑 演算 . 三 种 集合 运算 U、 仆 、 一 分 别 对 应 于 概 
念 的 三 种 逻辑 演算 “或 ”"“ 且 ”“ 非 >， 例如 说 : 
4 代表 概念 (或 集合 ): 猫 科 动物 
B 代表 概念 (或 集合 ); 猛兽 . 
那么 集合 ” 4UB 就 代表 概念 ， 猫 科 动 物 或 猛兽 ; 
ANnB 则 代表 概念 ， 猫 科 中 的 猛兽 ; 
可 。 则 代表 概念 ， 非 猫 科 动物 . 
几 个 集合 之 间 的 一 个 等 式 或 不 等 式 表示 一 个 判断 ， 例 如 
在 上 面 的 例子 中 ， 
AN B+#9 表示 猫 科 动 物 中 有 猛兽 ; 


ANB+9 则 表示 有 些 非 猫 科 动 物 不 是 猛兽 . 


又 若 P 代表 概念 (或 集合 ) ;质数 ; 
马 代 表 概 念 (或 集合 ); 偶数 。 
那 末 PNE= 1{2} 


表示 偶 质数 只 有 一 个 ,就 是 2, 
形式 多 辑 与 集合 论 之 间 的 这 种 天 然 联系 启发 了 逻辑 数学 
(数理 逻辑 ) 的 发 生 与 发 展 . 


习 题 1.2 


1. 设 口 是 全 集 ,化 简 以 下 各 集合 : 
了 ,也 4Ua ANA, 4UZ AND, ANnB, AUB. 

2. 试 证 明 ，《 了 DD ZcB 等 价 于 BC 4; 

(2) 4c 巨 等 价 于 4Nn B= 多 

(3) 4=B 等 价 于 C4NB)U (BN =f. 
3， 试 证 明 :，(D) A 一 B=ANB, 
(2) AN(B8-0)=BN(A4-0)=ANBNG, : 
4, 由 4、B、C 的 文 氏 图 画 出 下 列 集合 的 文 氏 图 ; 

(DD) A=~{zlz EA, B we€B}; 

(3) 4s={z|z€4 或 rEB, 但 zE0}. 
5. 化 篇 (4nB)U(4NB). 
6. 若 0U={ 鸟 }, P={ 涉 会 飞 的 鸟 }, 8= { 趴 岛 }, 试 用 语言 来 描述 PN@ 


和 PNG 这 两 个 集合 ， ， 
7. 著 口 ={ 自 然 数 }, 4= { 奇 数 } ,了 B= { 质 数 }, 求 ( 力 
BNA4., Co 


8. 若 0U={ 活 鸟 }, 0 一 { 金 丝 谷 }, $= {会 唱歌 的 


鸟 |， 玉 = {喂养 得 很 好 的 鸟 }. 图 1-8 
(1) 试 写 出 一 些 句子 ， 使 它们 分 别 等 价 于 下 列 各 式 : 四 Cc5; 
@SNWNC+Y. 


(2》 把 下 列 各 句 用 集合 的 运算 及 关系 等 符号 表示 出 来 : 
@ 有 些 金 丝 伐 养 得 很 好 ; 
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@ 有 些 会 唱歌 的 鸟 养 得 不 好 ; 

图 养 得 不 好 的 金 丝 省 不 会 唱歌 . 
9. 用 4, B, 0 写 出 图 1-3 中 阴影 区 域 的 表达 式 。 
10. 已 知 A1, …，4， 求 


第 三 节 全集 的 划分 .集合 的 笛 卡 儿 积 


如 果 有 一 批 产 品 , 其 中 只 有 合格 品 与 废品 两 种 , 设 每 个 产 
品 为 一 个 元 素 , 全 部 产品 组 成 一 个 全 集 U， 设 4= {全 部 合格 
品 }, 那 末 4= { 全 部 废品 }， 于 是 口 =4U 4 相当 于 把 全 集 分 
成 互 不 相交 的 两 部 分 , 我 们 称 4, 4 构成 可 的 一 个 划分 ， 这 
个 划分 实质 上 就 是 把 7 分 成 4 和 .4 两 类 ， 因 此 一 个 划分 对 
应 于 一 个 分 类 . 

但 是 只 考虑 把 全 部 对 象 口 分 成 两 类 往往 是 不 够 的 , 例如 
还 是 同一 批 产 品 ,但 如 今 需 考 虑 三 个 等 级 ,合格 品 , 等 外 品 、 废 
品 .， 那 末 就 有 三 个 集合 了 : 4 一 {全 体 合 格 品 }, 4s= {全 体 
等 外 品 }，4a= {全 体 废品 } (如 果 我 们 假定 产品 共有 六 个 , 每 
个 产品 给 以 编号 , 而 且 假 定 合格 品 、 等 外 品 的 个 数 分 别 为 入; 
和 入,, 把 合格 品 排 成 1 号 到 Wi 号 ， 等 外 品 排 成 Wi 十 工 号 到 
Wai 二 Na 号 ,废品 排 成 Wi 二 Na 二 LIL 号 到 六 号 (Wa+Wa<T)， 
那 末 

Ai1= {1, 2, 好 
As= {Nit1,.., Nit Ne}, 
a™ {Nit+ Ns+ti, »…, N}, . 

王 是 全 和 集 分 成 了 互 不 相交 的 三 部 分 : 41, 4s, 48。 即 U= 4 
U 4sU 4s, 我 们 称 44，4a，4s 为 全 集 品 的 一 个 划分 ， 这 个 
划分 实质 上 就 是 把 口 分 成 41、4，、4s 三 类 . 


一 般 地 可 归纳 为 如 下 概念 (并 可 用 任意 一 个 集合 4 代 雹 
全 集 避 )， 

定义 1 设 和 4，4;,…, 4，, 是 4 的 子 集 , 如果 满足 . 

(1) AsUAsU:…UAd,=A; . 

(2) 对 于 任意 的 6j Gj 一 4，2,…, 2)， 有 

A 站 4 一 〈 即 41,…，4, 两 两 不 交 )， 

则 称 4.，4a，…， 4 构成 4 的 一 个 划分 
车 4 如 是 4 的 一 个 划分 , 那 末 和 4 就 分 成 了 互 不 
相交 的 邑 个 类 : 4，4a，…，4。。 任意 给 定 4 中 的 一 个 元 素 
&, 就 可 判别 它 属于 哪 一 个 4 

定义 2 设 A4、B 是 任意 两 个 集合 , 由 这 两 个 集合 可 以 
作出 一 个 新 集合 : 

{(a, 5)|a€ A, EB}, 
这 个 新 集合 称 为 4 与 B 的 笛 卡 儿 来 积 , 记 成 4xB( 读 作 “4 
叉 乘 了 )， 

【 例 1】 若 4 一 世 2}, B= 姬 , 2, 3 引 ， 那 来 4 已 均 位 
于 数 直线 上 , 按 定义 得 

AxB={(1, 1), (1, 2), (1, 3) (2,1), (3,2), (2, 3)}s 

BxA={(1, 1), (1, 2), (2,1), (2,2), (3,1), (8,2)}. 
于 是 4xB,.BX 4 均 在 数 平面 上 (图 1-9). 

由 图 1-9 可 知 : 

AxB+*BxA, 

叉 因 为 在 一 个 集合 中 的 元 素 次 序 是 可 以 任意 写 的 ,所 以 Bx 此 
又 可 写 为 Bx4={(1; DD, (2, 1), (8, 1), (1, 2), (2, 2), 
(3, 2)}, 由 此 可 看 到 4xB 与 Bx4 的 元 素 非常 相 象 , Bx 4 
中 的 每 一 个 元 素 都 可 以 在 4xB 中 找到 一 个 与 其 匹配 的 元 
素 , 使 得 这 两 个 元 素 的 两 个 分 量 恰 好 次 序 相反 .例如 Bx4 
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图 1-9 图 二 10 


中 有 元 素 (3, ,4xB 中 有 与 它 匹配 的 元 素 (1, 3), 而 (3,1) 
与 (1, 3) 恰 有 互 为 相反 次 序 的 分 量 . 

[ 例 2) 车 4= [eo, ], B=( 一 oo, co)， 那 末 4x 召 与 
Bx 4 分 别 为 图 110 中 上 面 和 下 面 的 阴影 部 分 . 

【 例 3】 车 4={p,q,7},B 一 全 ,2}, 4xB 的 元 素 (4,5) 
中 的 @ 选 自 4;5 选 自 B, 于 是 . 

AxB=-{(p, 1), (p, 2), (g, 1), (q, 2), (7, 1), Cr, 2)}; 
避 x 4 的 元 率 为 (0, o), 故 

BxA~{(1,9), (2,9), (1, 9), (2,9), (1,7), (2,7)}. 

B 4 


2 x »p | q | ” 
(p, ®) a 1 ,9) 1, 0 |0,7) 
(q, 2) 2 |(2,9) |(, 9) | GD 


[ 2 |,1) 

41 9 |(g,1) 
| + |oD| ea 

(4XB 的 元 素 表 ) (BX 4 的 元 素 表 ) 


对 第 卡 儿 积 中 的 元 素 (a, 8), 次 序 & 在 前 ，2 在 后 是 很 重 
— 41 一 


村 的 .我 们 给 出 下 述 定义 ， 

定义 8 两 个 集合 的 笠 卡 儿 积 中 的 元 素 称 为 一 个 有 序 
对 ; 当 且 仅 当 &~c, 8~4d 时 才 认 为 有 序 对 (4, 6) 和 有 序 对 
(ec, Q) 相 等. 

由 定义 3 知 : a 到 6 时 ,有 序 对 (a,5) 到 (5,0) .因此 一 般 地 

AxB¥BxA., 

这 是 运算 x 的 不 可 交换 性 质 , 读 者 应 特别 注意 . 

两 个 集合 的 笛 卡 儿 乘 积 可 以 推广 到 任意 多 个 . 

定义 名 个 集合 4 …，4 的 笛 卡 儿 乘 积 定义 为 

AiX* XAs={(8, aa 0, An) [0 E A, oe, Un E An}, 
其 中 的 元 素 (gy,…, 4。) 称 为 nV 元 有 序 组 ， 两 个 % 元 有 序 组 
(cu 四 an) ， 《65 …，09) 当 且 仅 当 c 一 0， 一 都 成 
立时 , 才 认 为 相等 . 

【例句 车 4={a, ,8 一 位 , 2, 3 引 ， 0={p, 外 试 写 
出 4xBxO 的 全 部 元 素 ， 
解 ， 我 们 画 一 个 “ 树 图 ”以 列 出 4XxBx0O 的 全 部 元 素 如 
下 ; 4 


\ | 7? (B19) 
~g 4 ,1,9 

~ ? (b,2,P} 

入、 2 9) 


、s 一 (5,3, 7) 
~ 0,3,9) 


mo fe po SS 


经 过 仔细 检查 , 可 以 得 到 等 式 
(A xX- XxX ALi) XA, = A > XA,. 


习 题 1.3 
1. 若 4={c, b}, B={a, 人 ，C= fr 内， 求 4xD，B3X4，4X 召 
XO, CxBxA, BxB, 4xA4xB. 
2. 求证: 若 4xB=BX4, 则 4=8， 反 之 也 对 ， 
3。 试 举 简 单 的 例子 , 验证 下 列 等 式 ， 
人 (4XB)x0C==4x(BxX0) (结合 律 ); 
(2) AXx (BUO)~= (A XB) UCAxO), 
AXx(BNO)=(AxXB}NCAxO), 
AX(B-O=(AxB)—(4x0), 
AxB=(AxU—(4xB) 
(请 注意 4x BA4XB); 
(3) (AUB)xO~(AXO) UBxXO), 
(ANB)xC=(4x0) nN (BxO), 
(A4-B)xC=(A4x0) ~-(BxO0. 


第 四 节 ”有限 多 个 互相 排斥 的 可 能 结果 的 
随机 试验 所 涉及 的 随机 事件 


在 进行 科学 试验 中 , 我 们 会 遇 到 两 类 很 不 相同 的 情况 ,第 
一 类 情况 是 : 试验 结果 完全 由 试验 条 件 所 决定 。 例如 试验 条 
件 是 在 标准 大 气压 下 加 热 到 100°0 的 纯 水 ， 试 验 结 果 就 是 沸 
腾 . 不 论 哪 一 次 试验 , 谁 去 做 ,部 是 这 个 结果 , 不 会 变更 , 这 规 
律 是 必然 的 , 做 这 类 试验 就 是 为 了 了 解 这 些 必然 性 规律 ; 第 二 
类 情况 是 :试验 结果 本 身 是 不 确定 的 、 例 如 一 个 人 去 射击 :每 
次 试验 的 结果 是 环 数 . 那 末 做 一 次 试验 , 其 结果 到 底 是 多 少 
环 呢 ? 这 在 事先 是 不 能 肯定 的 ， 因 为 这 与 射击 者 的 主观 状 
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访 一 一 如 紧张 程度 、 休 息 状 况 、 技 术 及 客观 条 件 一 一 如 枪 的 质 
量 、 环 境 , 时 间 等 等 分 不 开 ; 即使 在 类 似 的 情况 下 , 也 还 有 大 量 
无 法 一 一 列举 的 干扰 因素 , 因而 在 同样 条 件 下 , 第 一 枪 和 第 二 
枪 射 中 的 环 数 也 未 必 一 样 , 象 这 样 的 试验 电 做 随机 性 试验 . 当 
然 随机 试验 也 是 有 一 定 的 规律 的 ， 例 如 技术 高 的 人 大 体 上 射 
中 环 数 较 高 , 技术 低 的 人 往往 射 中 环 数 较 低 。 类 似 于 这 祥 的 
规律 性 与 前 面 讲 的 必然 性 规律 是 很 不 相同 的 ， 称 为 随机 规 
律 . 有 

本 节 考 虑 的 是 在 一 次 试验 中 ， 只 能 有 有 限 多 个 彼此 排斥 
的 可 能 结果 的 兄 机 试验 ， 这 有限 个 可 能 结果 放 在 一 起 组 成 一 
个 集合 , 作为 一 个 全 集 ， 因 此 , 每 试验 一 次 的 可 能 结果 总 是 这 
个 全 集中 的 某 个 元 素 . 本 节 中 考虑 的 全 集 概 指 这 种 全 集 , 不 
再 一 一 声明 . 

[ 例 卫 某 一 批 产 品 ,分 成 三 级 ; 合格 品 .等 外 品 ,废品 . 从 
这 批 产品 中 任 取 一 件 ( 即 做 一 次 随机 试验 ), 其 结果 只 可 能 是 
这 三 种 之 一 , 即 ; 合格 ,等 外 废品， 于 是 每 次 随机 试验 的 全 部 
可 能 结果 是 这 三 种 ， 把 这 三 种 可 能 结果 罗列 在 一 起 ， 就 得 全 
集 ; { 合 格 品 ,等 外 品 ,废品 }. 由 于 每 次 试验 的 结果 总 在 这 全 集 
之 内 , 所 以 我 们 又 给 这 个 集合 (全 集 ) 取 另外 一 个 名 字 , 叫做 必 
然 事 件 ， 而 把 这 集合 中 的 每 个 元 素 称 为 一 个 基本 事件 

[ 例 2】 某 一 批 产 品 有 六 个 ， 每 个 产品 都 刻 有 出 车 间 的 
号 码 : 1，…, 术 , 从 这 批 产 品 中 任 取 一 件 ( 即 做 一 次 随机 试 
验 ) ,其 结果 上 只 可 能 是 号 码 1 到 号 码 不 之 一 ,于 是 把 这 些 号 码 
放 在 一 起 ， 就 得 到 全 集 {，2，… 入}， 这 个 全 集 就 是 必然 事 
件 , 基本 事件 就 是 1 2 …, 入, 一 共 交 个 . 

【 例 3】 有 一 批 产品 ; 从 中 任 取 % 件 (这 里 做 一 次 试验 就 
是 “ 任 取 % 个 ”), 数 其 中 合格 品 的 个 数 ， 这 个 试验 当然 是 随机 
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的 ,因为 任 取 的 % 个 产品 中 的 合格 品 的 个 数 也 可 能 为 0 个 , 世 
可 能 为 1 个 ,…， 也 可 能 为 % 个 (mn 比 总 的 合格 品 数 为 小 ), 于 
是 这 里 的 每 次 试验 ( 取 % 个 ) 的 结果 (合格 品 个 数 ) 是 一 个 数 ， 
这 个 数 可 以 自 0, 1,…, 到 %% 因此 0, 1,…, % 中 每 一 个 数 
都 是 一 个 可 能 结果 ，, 即 是 一 个 基本 事件 。 则 全 集 或 必然 事件 
为 {0, 1,…, 路， 

由 上 面 几 个 例子 可 以 看 出 : 即使 对 同一 批 产品 , 由 于 问题 
的 提 法 不 同 , 即 对 “做 一 次 试验 ”的 理解 可 以 不 同 , 基本 事件 也 
就 不 同 , 必然 事件 《全集 ) 的 内 容 也 不 一 样 。 所 以 在 具体 问题 
中 , 必须 注意 三 个 问题 : (1 “做 一 次 试验 ”的 具体 合 义 ; (2) 哪 
些 是 “基本 事件 ”( 即 一 次 试验 的 可 能 结果 之 一 )? (3) 必然 事 
件 ”( 全 集 一 一 即 全 体 基 本 事件 组 成 的 集合 ) 是 什么 ? 

由 上 述 例 子 可 以 归纳 出 下 述 定 义 ; 

定义 1 如 果 随机 试验 考虑 的 各 种 可 能 结果 是 彼此 排斥 
的 , 那 末 其 中 的 任 一 个 可 能 的 结果 称 为 一 个 基本 事件 。 全 体 
基本 事件 的 集合 叫做 必然 事件 。 必然 事件 就 是 全 集 , 仍 记 成 
DU (有 些 书 上 称 为 样本 空间 )， 

定义 2 以 必然 事件 UU 作为 全 和 集 (在 此 只 讨论 品 是 有 限 
集 的 情况 ), 它 的 任何 一 个 子 集 称 为 一 个 随机 事件 , 简称 事件 
(事件 仍 用 集合 的 记号 , 因为 它 本 质 上 是 一 个 集合 )， 

由 此 可 知 ， 事 件 是 由 某 些 基本 事件 所 组 成 的 .例如 在 例 
1 中 “ 任 取 一 个 产品 , 恰好 是 非 合 格 品 "是 一 个 事件 , 它 包 含 等 
外 品 和 废品 两 个 基本 事件 ; 又 “ 任 取 一 个 产品 ,恰好 是 非 废品 ” 
也 是 一 个 事件 , 它 包含 合格 品 、 等 外 品 两 个 基本 事件 .在 例 3 
中 ,“ 任 取 % 个 产品 ,其 中 合格 品 数 这 咏 是 一 个 事件 , 它 由 5, 
6,…, 包 等 基本 事件 组 成 . “ 任 取 妈 个 产品 ,其 中 不 合格 品 数 
之 10” 也 是 一 事件 , 它 包含 基本 事件 0, 1,…, % 一 10, 

一 个 一 


定义 8 空 集 及 不 包含 任何 基本 事件 ， 又 称 为 不 可 能 事 


针 . 

例如 “ 任 取 % 个 产品 ,其 中 惟有 2 二 工 个 合格 品 ”就 是 一 个 
不 可 能 事件 . 

在 例 1 中 ， 如 果 令 4= ' 任 取 一 个 产品 ， 恰 为 非 废品 ， 


B- “性 取 一 个 , 恰好 为 非 合格 品 ”， 对 于 某 一 次 随机 试验 , 如 


果 其 结果 为 合格 品 , 因为 它 是 4 的 元 素 ,但 不 是 了 的 元 素 ,所 


以 说 , 在 该 次 试验 中 , 随机 事件 和 4 发生 了 ,而 随机 事件 未 发 


生 


在 例 8 中 ， 如 果 令 和 4=“ 任 取 % 个 产品 ， 其 中 合格 品 数 
之 5”, B 一 “ 任 取 %% 件 产品 ,其 中 不 合格 品 >10". 设 n=20, 若 - 


在 某 一 次 “ 任 取 %(=20) 件 产品 ,” 这 样 的 随机 试验 中 , 合 烙 品 
为 19 个 (不 合格 品 为 1 个 ), 即 该 次 试验 结果 为 基本 事件 一 1 


(一 19), 因为 % 一 1=19€4={65, 6 …, 对 ,所 以 在 该 次 试 . 


验 中 , 我 们 说 事件 4 发 生 了 ; 又 因为 % 一 1=19EB= {0, 1,2,. 
…, 7 一 0}， 所 以 说 在 该 次 试验 中 , 事件 B 未 发 生 . 
由 上 面 的 感性 分 析 , 可 以 归结 为 


定义 4 在 做 一 次 随机 试验 时 , 试验 的 结果 是 一 个 基本 
事件 ， 我 们 记 该 基本 事件 为 对 于 事件 4, 如 果 wE4, 则 


称 事件 4 在 这 次 试验 中 发 生 了 ; 如 果 weE4, 则 称 事件 4 在 
这 次 试验 中 未 发 生 。 

【 例 4] 在 射击 试验 中 ， 每 射 一 次 可 能 取得 的 环 数 为 0， 
5, 6, 7，8, 9 10， 它 们 都 是 基本 事件 , 故 必然 事件 为 v 一 {0， 
5,6, 7, 8，9, 1410}， 设 事件 4=“ 射 一 次 所 得 的 环 数 超过 8 ， 
那 末 4 一 {8,9,10}. 如 果 在 某 次 射击 中 得 到 了 7 环 , 即 v 一 7 
那 末 因为 vE 4,， 所 以 在 这 次 射击 中 事件 4 未 发 生 . 又 若 在 另 
一 次 射击 试验 中 得 到 了 9 环 ( 即 w 一 多 ,因为 4=-9E 4, 故 在 
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be 


该 次 射击 中 事件 4 发 生 了 ， 这样 分 析 的 结果 ; 与 直观 是 完全 
一 致 的 . 又 如 果 事 件 B=“ 射 中 环 数 这 5 那 来 .五 = {5, 6，7， 
8 9, 10}, 因而 4GB." 于 是 从 集合 询 角 度 说 ; 4CB 说 显然 
可 推出 “过 4 发 人生 ( 射 中 环 数 8), 则 于 定 8 发 生 ( 射 中 环 数 
之 本” 这 就 导致 一 个 一 般 的 概念 ; . 

定义 5 如 果 册 ;4 发 生 ， 和 定 可 以 断定 B i 风 有 
件 4 蕴涵 事件 B, 记 成 4 一 了 B， 加 

可 见 “" 事 位 4 理 池 事件 8” 等 价 于 < 司 的 基 可 事 人 全 体 
包 合 和 的 基本 事件 全 体 ”:: 简单 地 表示 , 即 : 

4B 。 和 SB. 
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的 发 生 ， ,是 逻辑 关 系 . 它们 是 页 个 不 同 的 梳 名 不 要 混 清 . 另 一 
方面 又 是 有 联系 的 ,“4 北 涵 .B” 相 当 于 作为 集合 的 “B 包含 
4"(4 包含 于 B), 形式 上 , “蕴涵 "相当 于 ( 息 食 于 >， ， 

肠 然 事件 本 质 上 就 是 一 个 集合 ， 那 末 由 两 个 集合 运算 得 
到 的 一 个 新 集 合 也 就 代表 一 个 新 事件 ， 寺 是 集合 的 运算 就 和 
动 地 转化 为 事件 的 运算 了 ， 以 下 分 析 一 下 事件 的 “并”、“ 交 ”、 
3 三 种 远 算 的 售 义 (' 减 "并 非 独 立 远 算 ， 因 为 4 一 了 
AN B). 

(GD 人 填 " 事 件 4UB 的 信义 

在 某 次 试验 中 ,“ 事 件 4UB 发 生 ”， 就 是 剖 试验 结果 uE 
集合 4UB, 因此 wE 4 wsE3 至 少 有 一 个 成 立 ; 如 果 wE 4 
那 就 是 4 发 生 了 ; 如 果 wE B, 闭 就 是 了 发生 ,所 以 事件 
4U 了 发 生 等 价 于 事件 4 及 事件 了 至 少 有 一 个 发 本， 有 的 
书 上 抬 4U 了 这 事件 写成 "或 4 或 再 ，4UB 发 生 即 是 ( 砧 
4 或 B” 发 生 . 事件 4UB 称 为 4 与 的 “和 ”事件 . 
一 A 


(2)“ 积 ”事件 4 间 B 的 含义 

“在 某 次 随机 试验 中 ; “事件 4 站 B 发 生 ”, 就 是 指 试验 结果 
习 Gi' 集 合 4 门 B， 这 表 朋 wE 4, wm€B 都 成 立 ， 世 就 是 说 ; 事 
件 妆 及 事件 都 发 生 . “有些 书 上 把 4N8 写 成 “4 且 BB”， 

4ANB 发 生 就 是 “4 且 "发生, 4nB 发 生 等 价 于 4 如 都 

发 人生， 事件 4 站 B 称 为 4 与 B 的 “各 ”事件 . 

(3) 事件 4 的 含义 

在 某 次 随机 试验 中 , “事件 发生” 就 是 指 试验 结果 uE 
集合 ,也 就 是 v4， 这 说 明 在 该 次 试验 中 4 未 发 生 , 即 4 
表示 “4 不 发 生 ， 有 些 书 上 把 所 这 事件 写成 “ 非 4". 4 发 
全 即 是 “ 非 4” 发 生 . 扎 称 为 4 的 对 立 事 件 ， 粗 略 地 说 , 4 
是 4 的 反面 . 

“定义 6 4 的 补 集 扎 称 为 事件 4 的 对 立 训 件 . 

定义 7 如 果 4NB- 钨 称 为 事件 4 与 事件 “到 个 得 
容 . 即 4 不 能 都 发 生 ， | 
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了 如 果 本 不 是 有 限 集 ， 那 未 我 们 并 不 反 可 的 每 个 子 集 部 作为 事件 ,到 
为 其中 有 各 多 是 没有 什么 吏 实 志 的 站 学 外 理 世 因 队 在 实际 上 , 往 


(2) 如 果 根 本 无 视 U 的 存在 与 只 要 在 某 和 全 义 下 规定 了 什 
各 信友 是 圳 伯 "《 当 信人 天 所 U 的 于 集 与 否 ， ;例如 说 ， 
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凤 做 “个 事件 ”7， 导 末 对 这 样 意义 下 的 i Pe Uv 
与 n 如 下 
AUB. “4 或 了 
ANB “4 目 茸 5 


A. “ 非 4 

这 样 就 把 具体 的 、 与 集合 运算 相 联 系 的 事件 的 定义 推广 到 更 一役 的 、 不 - 
再 与 集合 相 联 系 的 纯 浸 辑 形 式 事件 的 定义 了 . 对 这 种 事件 ,分 配 律 与 对 
偶 公式 等 仍 成 立 . 在 此 举 一 个 生活 上 的 简单 例子 来 说 明 对 偶 公式 的 意 
义 ;: 六 

设 4=“ 老 王 在 图 书馆 ”, 了 -< 小 张 在 图 书馆 ”. 那么 4UB=“ 老 
王 或 小 张 在 图 书馆 ”,， 艺 U 互 说 明 主 述 事件 不 迪生 ， 即 “ 老 主 和 小 张 都 不 
在 图 书馆 ”， 因 而 就 是 : “ 老 王 不 在 图 书馆 ?是 “小 张 不 在 图 书馆 ”， 册 是 
如 n 5 因此 得 
”AB-4nNB, . 
这 即 是 对 俩 公式 之 一 。 7 


习 题 4 


1. 一 个 四 面体 的 各 面 分 别 涂 以 红 、 黄 、 蓝 、 自 四 类 有 所 一次 为 一 
个 试验 , 试 询 出 基本 事件 与 必然 事件 ，“ 
.2. 有 五 个 带 号 码 1 至 5 的 球 ， 任 取 两 个 作为 一 次 试验 不 计 先 后 后 次 . 
序 ), 问 基本 事件 是 鲫 些 ? 必 然 事件 是 什么 ? . 
.在 上 题 中 , 如果 考 虐 次 序 , 则 相应 的 结果 是 什么 ? \ 
， 举例 说 明 另 一 个 对 偶 公 式 40 琅 =U 的 信义 ， 
， 用 事件 “发 生 与 否 "的 语言 来 说 明 分 配 律 公式 的 含义 。， ， 
证 明 “ 
.CIN UAn dN BU A 
-UDACUD. | 
7. 用 事件 4、B.C 来 表达 下 列 事 件 : : 人 
(1) 4 发 生 且 驴 与 0 都 不 发 全 a 
(2) 4.B.C 都 发 生 ; i . 
(3) 4、 台 都 发 生 但 C 不 发 生 ;、 
(4) 4.B.0 至 少 有 一 个 发 生 ; “，、. 
(5) 4.B,.0 都 不 发 生 
(6) 4,B.C 中 至 少 有 两 个 发 生 ; :… 
(7) 4.B.0 中 不 多 于 一 个 发 丝 } “ 


. 
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(8) 4、B.C 中 不 多 于 两 个 发 生 ， ， 
;如 .化 简 (4UB)N《4UB) n (ANB). 


第 一 一 章 小 结 


: 集合 是 有 特定 内 容 的 一 堆 东 本 过 达 一 个 条 全 了 方 站 
要 有 :列举 法 与 特征 描述 法 。 

为 了 运算 的 方便 , 我 们 引进 一 个 空 集 ， 它 没有 任何 光束 
在 各 种 具体 场合 里 ,表达 空 集 的 语言 尽管 可 以 不 同 ,但 在 实质 
上 是 同一 个 , 即 $. 

一 个 集合 是 一 堆 东 西 ;一 侈 元素 是 这 些 东 西 中 的 一 个 , 集 
全 元素 这 天 个 模仿 不 能 混淆 ， 例 如 :.g 指 元 素 , {2} 指 集 

， 但 它 只 有 一 个 元 素 c。 对 于 一 个 集合 4 而 言 ，{4} 就 是 
全 类 田 个 守信 , 它 以 4 作为 它 的 唯一 元 素 ， 可 见 一 个 集 
合 4 可 以 是 一 个 更 复杂 集合 {4} 人 或 协 4} ,或 划 ， 4, 有 B, 
{4, B}} 等 ) 的 元 素 。 一 个 集合 什么 时 候 应 看 成 一 个 更 复杂 
的 集合 的 元 素 ; 要 看 具体 的 场合 , 在 集合 份 4} 中 ,8 与 4 都 


是 元 素 . _ 
全 集 是 讨论 问题 时 相对 最 大 的 对 象 , 它 是 一 个 参考 集合 ， 
在 不 同 的 问题 中 全 集 可 以 不 同 。 
集合 运算 的 基本 规律 有 ， 
ANA=G, A=d; “* 
AUA=ANA=-4; 
A-B-A-AiB-ANB. 
等 价 于 4 门 B= 4; ， 
ac 等 价 于 AUB=B, 


交换 律 , 结 售 律 , 两 个 分 配 律 , 对偶 公式 .，  .，、; 
-wt 9 = 


具有 有 限 个 彼此 排斥 的 可 能 结果 的 随机 试验 所 涉及 的 事 
件 , 本质 上 就 是 有 限 全 集 的 一 个 子 集合 。 要 掌握 事件 发 生 与 
否 、 事 件 运算 及 其 运算 规律 的 直观 含义 ( 即 逻辑 含义 ), 以 便 由 
此 能 理解 更 一 般 的 随机 试验 所 涉及 的 事件 、 它 们 的 运算 及 其 
规律 . 

证 明 某 些 集合 的 一 个 等 式 可 以 有 下 列 办 法 ;一 一 画 一 个 
文 氏 图 , 直观 地 发 现 并 证 明 公 式 ; 一 一 从 集合 相等 的 定义 出 发 
( 即 第 一 节 定 义 8 及 4) 证 明 两 边 有 相同 的 元 素 ， 或 双方 互相 
包含 ; 一 一 利用 已 经 推导 或 证 明 过 的 规律 (公式 ) 来 证 明 ; 一 
用 反 证 法 来 证 明 。 
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附录 弗 晰 集 (模糊 集 ) 的 简单 介绍 


弗 晰 概念 是 常见 的 ， 例 如 我 们 请 某 人 到 某 个 会 场 里 数 百 
人 中 去 找 一 个 “高 个 儿 大 胡子 的 胖子 ” 在 这 里 ,我 们 给 出 的 一 
些 特征 ; “高 个 儿 ”、“ 大 胡子 ”“ 胖 子 ”, 但 都 是 一 些 很 不 确切 的 
概念 ,或 者 说 是 模糊 的 概念 ， 到 底 多 高 才能 算 高 ?多 重 才 能 算 
辟 ? 胡 子 多 少 才能 算 大 胡子 ?都 没有 明确 的 标准 和 界限 ， 例 如 
说 某 人 身高 1.74 米 ,我 们 既 不 能 绝对 地 说 他 “高 ， 也 不 能 绝 
对 地 说 他 “不 高 ”一般 说 来 , 说 他 “有 一 点 高 "显得 更 合适 ， 同 
样 ,对 70 公斤 重 的 某 和 人 ,我们 也 不 能 确切 地 说 明 他 是 否 “ 胖 ”. 
“ 胖 "当然 要 看 高 度 与 体重 之 间 的 比率 .但 是 即使 考虑 这 种 比 
率 ,也 不 能 确切 地 给 出 一 个 “ 胖 ” 的 界限。 事实 上 , 硬 给 一 个 界 
限 并 不 合适 ， 因 为 我 们 无 法 解释 为 什么 比 这 个 界限 少 一 点 就 
不 行 . 这 种 给 定 一 个 绝对 界限 的 办 法 太 僵 死 , 相反 地 , 不 给 定 
一 个 绝对 的 界限 似乎 更 灵活 ， 没有 绝对 标准 的 概念 称 为 “ 模 
糊 的 概念.“ 高 个 子 ”、“ 胖 子 ”、“ 大 胡子 ”等 概念 都 是 模糊 的 。 
虽然 如 此 ， 但 只 要 你 对 这 些 模 糊 的 概念 及 该 会 场 中 所 有 的 人 
进行 综合 考虑 以 后 ， 常 常 可 以 成 功 地 在 这 数 百 人 当中 寻找 到 
所 要 找 的 人 . 这 种 事实 说 明 人 们 早已 习惯 地 利用 一 些 模 糊 的 、 
不 确切 的 概念 在 进行 思维 ， 并 成 功 地 进行 分 类 和 选择 ， 所 以 
对 这 些 界限 不 分 明 的 、 模糊 概念 作 一 些 研究 , 是 非常 必要 的 ， 
这 些 概 念 的 研究 就 构成 了 弗 断 集 理论 . 

注意 ” 弗 晰 集 并 不 是 一 个 通常 的 集合 , 在 以 下 几 段 中 ,我 
们 会 渐渐 明确 这 一 点 ， 但 是 ,在 弗 晰 集 之 间 , 有 类 似 于 集合 之 


闻 的 一 些 关 系 和 运算 , 所 以 称 它 为 费 晰 集 。 弗 晰 集 的 理论 是 
最 近 一 、 二 十 年 才 发 展 起 来 的 一 个 蓬勃 的 数学 新 分 支 . 


一 、 弗 晰 概念 


当 我 们 给 定 一 个 集合 (通常 的 集合 ) 时 , 往往 同时 给 出 了 
一 个 确切 的 概念 ， 例 如 ,4 = {1980 年 秋季 某 小 学 中 小 于 也 
岁 的 学 生 }, 那 末 对 该 校 的 每 一 个 学 生 , 我 们 都 可 以 明确 地 判 
断 他 是 否 属于 4， 但 是 人 类 的 思维 是 很 复杂 的 ， 经 常会 遇 到 
一 些 象 开头 部 份 所 举 的 那些 “模糊 的 ” 概念 .我 们 已 经 说 过 ， 
各 人 对 “高 个 子 ” 的 标准 是 不 同 的 , 即使 是 由 某 一 个 人 说 了 算 ， 
那 末 此 人 也 很 难 给 出 一 个 确切 的 标准 ， 因 为 如 果 给 出 了 一 个 
界限 ,例如 说 1.76 米 , 那 末 为 什么 1.76 米 算 高 ?而 1.75 米 就 
不 算 高 ?绝对 地 给 出 一 个 标准 界限 , 让 人 回答 “是否 符合 ”, 在 
实际 送 用 中 并 不 科学 , 更 合理 的 办 法 应 该 是 给 出 一 种 “记分 ”. 
例如 说 , 1.80 米 以 上 的 人 我 们 认为 是 “高 个 子 ”， 就 给 .80 
米 以 上 的 人 ” 记 100 分, 意 即 100% 的 符合 ， 同 时 我 们 并 不 把 
1.80 米 以 下 的 人 通通 拒 之 于 “高 个 子 ”之 外 ， 可 以 认为 1.78 
米 到 1.80 米 之 间 (《 但 不 到 1.80 米 ) 的 人 是 近乎 高 个 子 ， 记 以 
80 分 ， 意 即 80% 地 符合 高 个 子 ( 指 每 个 人 “符合 的 程度 ”为 
80%, 而 不 是 指 80% 的 人 符合 )， 再 如 ,认为 1.76 米 到 1.78 
米 (但 不 到 1.78 米 ) 的 人 是 半 高 个 子 , 记 以 60 分 , 意 即 高 度 在 
这 一 范围 的 每 个 人 符合 高 个 子 的 程度 为 60%; 对 1.74 米 到 
1.76 米 的 人 可 以 认为 是 有 点 儿 高 , 记 以 30 分 , 意 即 这 样 的 一 
个 人 符合 高 个 子 的 程度 为 :30 多 ; 最 后 ,譬如 说 认为 工 .74 米 以 
下 的 人 不 是 高 个 子 , 那 就 记 以 0 分 , 意 即 不 符合 “高 个 子 ” 由 
上 面 可 以 看 到 ; 给 定 了 一 种 “记分 ”的 规定 后 , 模糊 概念 就 定 下 
来 了 . . i 
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类 似 “高 个 子 ” 这 样 的 模糊 概念 还 很 多 .例如 年 轻 人 ， 
“能 干 的 人 ”“ 好 天 气 ”, 两 个 人 “关系 亲密 ”,“ 长 得 象 ”，“ 较 红 ” 
的 色彩 ,“ 较 亮 " 的 光线 , “清晰 ”的 图 象 ,“ 圆 平平 的 图 形 ”,“ 针 
状 图 形 ”, “近似 正三 角形 ”, “质量 还 不 错 ”的 产品 等 等 ,它们 都 
不 是 完全 确切 的 概念 .对 于 一 个 具体 给 定 的 对 象 , 我 们 很 难 殉 
切 地 断定 它 是 否 符合 还 是 不 符合 这 种 性 质 ， 我们 给 这 种 “ 模 
糊 ” 的 概念 取 一 个 “学 名 ”, 叫 做 弗 晰 概念 《 弗 晰 "就 是 “不 清晰 ” 
的 意思 ). 但 是 这 只 是 一 个 直观 的 说 法 , 还 需要 对 这 种 概念 进 
行 数学 加 工 , 以 便 容 易 把握 住 它 的 数量 关系 . 


、 弗 晰 集 的 定义 

没 我 们 考虑 的 对 象 为 北京 市 成 年 男子 全 体 ， 这 是 一 个 全 
集 或 称 为 论 域 (所 讨论 的 对 象 的 范围 ). 那 末 4= {北京 市 1.77 
米 以 上 的 成 年 男子 } 是 一 个 集合 ， 它 是 全 集 的 一 个 子 集 , 它 
确定 了 一 个 有 确切 范围 的 概念 :“ 北 京 土 .77 米 以 上 的 成 年 男 
子 ”. 但 是 , {北京 市 成 年 高 个 子 男 子 } 并 不 是 一 个 集合 ,因为 这 
是 一 个 不 确切 的 范围 ,对 于 一 个 人 ,我 们 并 不 能 确切 地 断定 他 
是 否 属 于 这 个 范围 , 也 就 是 说 “北京 成 年 高 个 儿 男子 ”是 一 个 
模糊 概念 (或 弗 晰 概念 ). 

对 于 以 上 两 种 概念 , 比较 如 下 : 


集合 4 规定 的 概念 人 .77 米 以 上 的 人 ) 弗 晰 概 念 (高 个 于 ) 
任 给 一 个 北京 市 成 年 男子 的 符合 程度 | 任 给 一 个 北京 市 成 年 男子 的 符合 程度 


1.77 米 以 上 符 合 1.80 米 以 上 100% 符合 
( 即 100% 符合 ) | 1.78~1.80 米 80% 符合 

未 到 工 .77 米 不 符 合 1.76~1.78 米 60% 符合 
(有 059 符合 》 1.74~1.76 米 30% 符合 


不 到 1.74 米 09% 符合 
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由 此 可 见 , 在 事实 上 , 全 集中 给 定 的 一 个 元 素 对 于 全 集 的 某 个 
子 集 所 规定 的 概念 的 符合 程度 可 有 两 个 等 级 , 符合 ( 即 100%% 
符合 ), 不 符合 ( 即 0% 符合 ); 但 是 全 集 ,( 即 论 域 ) 中 给 定 的 一 
个 元 素 对 于 全 集 的 一 个 弗 晰 概念 的 符合 程度 可 以 允许 有 很 多 
等 级 (在 上 面 的 例子 中 , 弗 晰 概念 “高 个 子 ” 就 有 五 个 等 级 ). 人 
类 的 思想 本 来 是 很 灵活 的 ， 弗 晰 概念 就 是 反映 思维 的 灵活 性 
的 一 种 概念 . 利用 这 种 概念 可 以 避免 不 必要 的 绝对 化 。 在 上 
面 的 例子 中 , 对 于 全 集 ( 论 域 ) 中 的 任意 一 个 元 素 ( 即 北京 市 的 
任意 一 个 成 年 男子 ) 是 否 符合 弗 晰 概念 “高 个 子 ” 的 要 求 , 表现 
为 五 个 等 级 , 即 五 种 不 同 的 符合 程度 ， 一 般 说 来 , “符合 程度 ” 
( 即 等 级 ) 可 以 由 任何 一 个 预先 指定 的 百分数 规定 ， 

因此 , 从 一 个 集合 可 规定 一 个 确切 的 “是 非 概念 ” 例如 上 
面 的 例子 中 ,集合 {北京 市 4.77 米 以 上 的 成 年 男子 } 就 规定 了 
“是 非 概念 ”; “是 否 高 于 4.77 米 ”” 反 之 , 从 对 于 全 集中 的 每 
个 元 素 都 能 判别 “是 "或 “和 否 "的 是 非 概念 , 也 能 规定 一 个 集合 ， 
而 且 它 是 全 集 的 一 个 子 集 ， 事 实 上 , 这 只 需 取 全 集中 的 { 全 体 
回答 为 “是 } 的 元 素 就 可 以 了 .但 是 弗 晰 概念 与 是 非 概念 却 
不 同 , 对 于 一 个 弗 晰 概念 ,全 集中 的 每 个 元 素 未 必 都 能 简单 地 
判别 它 是 否 全 符合 (100% 符合 ) 或 全 不 符合 (0% 符合 ), 亦 即 
不 能 简单 地 回答 以 “是 (100% 符合 )” 或 “ 非 (0%)”, 而 是 分 成 
不 同 的 符合 程度 等 级 (百分数 全 集 ( 论 域 ) 中 的 每 个 元 素 都 有 
一 个 等 级 (百分数 ) ， 因 此 ， 弗 晰 概念 就 不 是 一 个 简单 的 是 非 
概念 了 .如 果 全 和 集 ( 论 域 ) 中 的 每 个 元 素 都 对 应 于 一 个 百分比 
( 即 规定 了 一 个 等 级 ), 这 就 在 全 集 ( 论 域 ) Z 上 规定 了 一 个 等 
级 函数 . “高 个 子 ” 只 有 在 规定 了 全 集 ( 论 域 ) 上 的 某 个 等 级 函 
数 ( 例 如 上 面 例子 中 就 规定 了 一 个 确切 的 等 级 函数 ， 

1.80 米 以 上 100% 


[1.78, 1.80) 80% 


[1.76, 1.78) 60% - 
[1.74, 1.76) “80% 
不 到 1.74 米 -0%) 


后 ,我 们 才 认 为 它 是 一 个 有 确切 数学 含义 的 弗 晰 概念 . 所 以 
一 个 弗 晰 概念 就 是 全 集 上 的 一 个 等 级 函数 .我 们 称 这 种 具有 
确切 数学 含义 的 弗 晰 概念 为 弗 晰 集 。 更 确切 地 说 , 应 称 之 为 
全 集 ( 论 域 ) 的 弗 晰 子 集 ， 弗 晰 集 一 般 用 符号 4, B,… 等 表 
不 . 

全 集 吕 的 一 个 子 集 4, 对 于 全 集中 的 任意 一 个 元 素 wo 
我 们 都 可 以 判断 它 是 否 属 于 4, 但 是 对 于 的 一 个 弗 晰 子 集 
女 而 言 , 则 不 能 确切 地 判定 w 是 否 属于 4， 而 只 能 说 明 w 有 
多 大 的 资格 作为 4 的 “成 员 ”, 在 wo 人 处， 等 级 函数 的 值 恰恰 天 
明 wo 作为 4 的“ 成员” 的 资格 (或 程度 ). 

下 面 我 们 对 全 集 U 为 有 限 集 的 情况 , 更 确切 地 叙述 一 下 
上 面 的 概念 . 

设 全 集 ( 论 域 )Z 为 有 限 集 

U={1, 2,.…, 0}. 

定义 1 对 于 全 集中 任意 一 个 元 素 £1 为 整数 , 1 专 
em， 如果 都 对 应 了 一 个 百分数 , 把 这 个 百分数 记 成 4 (8)， 
那 末 4 (1<k<n) 是 全 集 U 上 的 一 个 函数 (0<4( 和 去 
100 多 )， 称 为 全 集 芝 上 的 一 个 等 级 函数 ， 全 集 ( 论 域 JUI 上 的 
一 个 等 级 函数 称 为 全 集 的 一 个 弗 晰 子 集 (或 论 域 上 的 一 个 弗 
晰 集 ). 弗 晰 集 一般 用 拉丁 大 写 字 母 下 面 加 以 标记 “ 居 ” 表示 ， 
例如 4, 如 ,，Q，,，… 等 ， 具 体 地 可 写成 


4 Pe a6}. 


其 中 4 (6) (TS 和 < 四 是 妆 对 应 的 等 级 函数 . 它 说 明 全 集 ( 论 

域 ) 中 的 元 素 大 作为 4 的“ 成员” 的 资格 为 4 人 ) ， . 

全 集 品 的 一 个 普通 子 集 4 也 可 以 看 成 为 一 个 特殊 的 莫 
断 集 4, 它 的 等 级 函数 为 ; 
TI， 当 ZE4， 


.4h) -= {0 > 当 £EA. 

天 旨 电 从 是 < 和合 "这 一 概念 的 推广 

弗 晰 集 也 可 以 表示 为 , 例如 

B={(, BW) IuEU, 0<B(W <1), 

其 中 如 是 全 集 ( 论 域 ). 

我 们 需要 着 重 指 出 以 下 两 点 ; | 

1) 弗 晰 集 4 不 是 普通 意义 下 的 集合 ,而 只 是 确定 在 全 集 
的 每 个 元 素 上 的 一 个 等 级 丽 数 旭 Co) (0< 媳 (办 二 ,是 ( 代 
表 必 作为 4 的 “成 员 ” 的 资格 ， 

2) 不 同 的 等 级 函数 A(W, BOW IO<AW, BO < 
确定 不 同 的 弗 晰 集 4 和 8。 因此 在 论 域 (全 集 ) 中 “高 个 子 ” 
的 人 的 全 体 还 不 能 成 为 一 个 弗 晰 集 ， 必 须 在 给 定 “高 "的 具体 


含义 后 ( 即 给 定 一 个 等 级 函数 后 ) 才 成 为 一 个 弗 晰 集 ， 于 是 对 
也 < 高 个 子 "这 个 模糊 概念 , 可 以 给 出 很 多 不 同 的 弗 晰 集 ( 等 级 
函数 )， 在 实际 过 到 的 问题 中 , 重要 点 往往 在 于 规定 出 一 个 较 
恰当 的 等 级 函数 ， 不 过 , 一 般 说 来 ,并 没有 给 出 等 级 函数 的 统 
一 方法 , 只 能 在 具体 问题 中 ,根据 经 验 , 找 出 一 些 与 经 验 符合 
的 等 级 函数 来 ， 在 有 些 书 上 把 等 级 函数 叫做 未 属 画 数 ， 

对 于 一 个 弗 晰 集 妇 ( 当 然 这 时 论 域 假定 已 预先 给 出 ) 


A -| 1, 2, 3 名 
GD 4 Amn) 
我 们 可 以 考虑 如 下 的 普通 集合 : 
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Ason— tll<b<n, 4k)>80%}. 
更 一 般 地 , 对 0< 入 <1, 可 以 考虑 依 入 变 的 一 族 普通 集合 {4，}， 
其 中 4; 为 普通 集合 , 它 由 下 式 确定 ， 
A,={k|1<t<n, 4) >N, 

这 族 集合 {4,} 的 全 体 称 为 弗 断 集 4 的 不 定 图 象 ,它们 给 出 了 
要 的 图 象 . 此 处 4 的 含义 为 ; 等 级 不 小 于 和 的 元 素 的 全 体 . 

定义 2 弗 晰 集 委 称 为 含 于 弗 晰 集 曙 中 (或 如 包含 4)， 
如 果 对 一 切 wEUD, 均 有 

A(WDEBW. 

我 们 把 这 关系 记 成 4 己 8， 如 果 44 忆 3, 而 且 殷 汪 8, 则 称 4 
与 如 相生 , 记 成 44 一 如 . 


三 、 弗 晰 集 之 间 的 运算 


弗 晰 集 之 间 也 有 类 似 于 集合 之 间 的 一 些 运算 ; 
两 个 弗 晰 集 翅 与 如 的 并 
设 4, 如 的 等 级 函数 分 别 为 4 B(W(wEU,0<4(w, 
Blw) < 了 ,而 且 假 定 44, 如 分 别 代表 “年轻 与 “年 老 两 个 旨 
晰 集 ， 直观 上 ,并 集 应 该 是 “年 轻 或 年 老 ”. 车 茶 人 (用 ww 代 
表 他 ,他 属于 论 域 ) 为 “年 轻 和 “年 老 ” 的 资格 分 别 为 80% 和 
60% ( 即 4 Guo) 二 80%，B(w) 一 60%), 那 末 我 们 自然 地 可 
认为 他 "年轻 或 年 老 ”的 资格 为 80%， 一 般 地 , 洁 u “年 轻 和 
“年 老 ” 的 资格 分 别 为 有 4(W) 和 8B(w, 那 末 他 "年轻 或 年 老 " 的 
资格 应 为 4 (oO， 如 ( 力 中 的 较 大 者 ， 
从 上 面 这 个 例子 我 们 可 以 总 结 出 如 下 的 定义 : 
定义 8 若 弗 晰 集 
A4={(u, A(W) uvED, 0< A <D, 
B={(u, BO))ILEU, OBO) <I}. 


{max(A(w), BE))IuEUD, 0<400， 如 < 二 
称 为 各 与 召 的 弗 断 并 集 , 记 成 4 LU 如 .因此 其 等 级 函数 为 
(4UB) GD =max(A(W, BO). 
(这 里 记号 max (z，J) 表示 z, y 两 数 中 较 大 的 一 个 ,) 以 上 . 
定义 亦 即 : 若 


4-{ 二 2, ， } 
“I4(D, 4),.%, A SP 
1 2 
3 -ed B90), ., peo 
那 末 定义 44U 召 如 下 ， 
1 区 多 


4UB- {40), BDO), maxCd， 
2. 两 个 瘦 晰 集 纪 与 如 的 交 
假定 对 辣 一 个 论 域 ( 全 集 )U 有 两 个 弗 晰 ( 子 ) 集 不 与 B， 
它们 代表 的 含义 分 别 为 “年 轻 ” 和 “高 个 子 ”。 直 观 上 它们 的 交 
应 该 是 “年 轻 且 高 个 子 ”. 着 某 入 (用 2% 代表 他 , wED) 为 “年 
轻 ” 及 “高 个 子 ”的 资格 分 别 为 50% 及 30%, 那 末 我 们 自然 地 
.认为 他 为 “年 轻 且 高 个 子 ” 的 资格 是 80 多。 一 般 地 说 : 若 必 年 
经 ”和 “高 个 子 ”的 资格 分 别 为 恕 (w) 和 如 (w), 那 末 他 “年 轻 且 
:党 个 子 ”的 资格 为 4 (00 、 了 Go) 两 者 中 的 较 小 者 ， 
-从 这 例子 我 们 可 以 引出 抽象 的 定义 : 
定义 4 若 44， 8 为 如 下 的 弗 晰 集 : 
4={(u, A(W) luED, 0<A0) <Y, 
B={(u, BOO) lvEDU, 0<B() <1}. 
对 国定 的 凤 车 以 min( 妇 (), (wD)) 表示 44(wD、Bbw) 中 较 
小 的 一 个 , 那 未 当 忌 遍 取 可 中 的 各 个 元 素 时 ,min(4G0， 
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Bn) 小 


= 、 


3(w)) 仍 是 一 个 等 级 函数 ， 因 此 它 对 应 于 一 个 弗 晰 集 
fnin(4(oD; BOQ) wuEU, 0O<AW BSEL, 
这 个 旧 晰 集 称 为 :4 与 3 9 的 弗 晰 交集 ， 记 为 女 由 8B， 因 此 它 裔 
等 级 函数 为 ，  . 
(4N8B) 四 -ad B(0)). 
以 上 定义 也 可 以 用 另 一 方法 来 叙述 : 若 


Te 


二 人 ， 名 
4-{ 0 3 六 直 go 小 
则 定义 ; | 

I 多 
4np-{incga), BD),*, min(A(n), B(n)) } i 
3. 一 个 弟 晰 集 是 的 “ 补 ” 
. 设 妇 含义 为 “年 经", 那 末 直 观 上 它 的 < 补 ? 应 为 “不 年 轻 ?， 
如 果 某 人 “年 轻 ”的 资格 为 40 和 ,我 们 自然 地 可 认为 他 “不 年 
轻 ” 的 资格 为 60%, 一 般 地 , 某 人 (用 忌 代表 他 ) “年轻” 的 资格 
为 4(0) , 那 末 他 “不 年 轻 ?的 资格 应 为 14 (oO , 易 见 1 对 (多 
仍 是 一 个 等 级 函数 我 们 由 此 可 总 结 出 一 般 的 定义 : :1 
定义 5 若 弗 晰 集 六 为- 
"A={@,A(W)IuED, 0<40 <1), 
则 由 等 级 函数 二 妆 (w) (把 它 记 成 (如 人 ) 确 定 的 弗 晰 集 : 
{G1— 4) lueD, 0<AO ED i 
称 为 妃 的 弗 晰 补 集 * 记 成 和 (有 些 书 上 记 成 4)， 
以 上 定义 等 价 于 下 述说 法 ;车 


四 
i - 3-{ 0 1 ‘0, 1_ 4 上 


0 二 


应 特别 指出 ， 全 集 避 与 空 集 也 分 别 是 种 特殊 的 强 
斯 集 , 其 等 级 函数 分 别 为 常数 1 和 .0, 即 - | 
{0 1D, 
6) =01u€ED. 
弗 晰 集 的 运算 几乎 具有 通常 集合 运算 的 一 切 规律 (但 是 
它 不 靖 是 互补 律 4 站 有 多 而 通常 集 的 运算 是 满足 互补 律 


4 站 4=$ 的 ); 
宕 等 律 4U4=4n4- 步 
交换 律 4UB=BU4, 4NB=BN4; 
结合 律 (4UB)UQ=4U(BUQ), 
UND NI-AN BEN: 
分 配 律 


4N (BU) (4Nn 加 U (4Ng) (第 -分 本 委 ) 
妇 U (BN0) ~ (4UB) Nn (4UQ) (第 二 分 配 律 ); 
吸收 律 4U(4NB8)=4, 4N(4U8B)=4; 
复原 律 4 一 4 . 
对 偶 公 式 4UB-4NB, 47m3-4UB. 


由 上 面 的 叙述 可 以 看 到 :要 给 定 弗 晰 集 就 需要 给 出 等 级 
鲨 数 ,有 了 等 级 函数 以 后 ， 弗 晰 集 及 其 运算 规律 就 完全 清楚 
了 .但 是 并 没有 给 出 等 级 函数 的 统一 方法 ， 而 只 能 总 结 出 一 
些 与 经 验 符合 的 等 级 函数 ， 下 面 列举 几 个 作为 给 出 具体 的 弗 
晰 集 的 例子 

【 例 1】 若 全 集 ( 论 域 ) 为 全 体 三 角形 , 每 个 三 角形 有 三 
ey 已 CO, 按 大 小 次 序 命名 ,4 之 了 >>0>>0, 两 个 彼此 

相似 的 三 角形 不 加 以 区 分 ， 因此 , 全 集中 的 每 个 元 素 以 相当 
于 三 个 角 ， 
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加 w= (4, B,.0) 
(4>B8>0>0; 4, 8B, C0 的 单位 为 度 , 4-+B+0-180).、 于 
是 论 域 ( 全 集 ) 为 
U={(4, B, OA+B+O=180, 4>.B>0>=0), 
那 来 
1) 等 级 函数 


Bw) -1 < 


(其 中 ~ (4, 5, 0) EU) 
代表 一 个 表达 “近似 正三 角形 ”的 弗 晰 集 加. 

2) 等 级 函数 
好 GD =1— -4 (其 中 sr (4, B, 0) EUD) 
代表 一 个 败 达 “近似 直角 三 角形 ”的 弗 晰 集 8. 

3) 等 级 函数 

I(w) =1 min(A— bh B-0) ((4, B, OO)EU 


代表 一 个 表达 “近似 等 腰 三 角形 ”的 弗 晰 集 X. 

4) 由 下 面 等 式 定义 的 4: 

4=4NB 

代表 一 个 表达 “近似 等 腰 直 角 三 角形 ”的 弗 晰 集 。 

5) 由 下 面 等 式 定 义 的 B. 

B=L4UBUSE 

代表 一 个 表达 “非特 殊 三 角形 ”的 弗 晰 集 . 

{ 例 2】 若 全 集 ( 论 域 ) 为 

v-{6, 8) 10<L, o<S< -去 二 


其 中 Q, 8) 代表 平面 上 的 一 个 封闭 图 形 ,! 代表 它 的 周 长 ,4 
代表 它 的 面积 . 那 末 等 级 函数 
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4 (其中 w= 8)ED) 


代表 一 个 表达 “图 乎 乎 的 图 形 的 弗 晰 集 4， 


四 、 弗 晰 分 类 原则 


本 段 扼要 地 叙述 一 下 弗 肠 分 类 原则 : 如 果 在 论 域 口 上 有 
2 个 弗 晰 ( 子 ) 集 4 …, 和 4。。 今 有 一 个 元 索 (或 称 对 象 ) 
ucEI、 问 tm 与 4 …， 4 中 哪 一 个 最 “接近 2 或 者 说 , 近 
似 地 认为 w 具有 41,…, 4。 中 那 一 个 的 特性 最 为 合适 ? 例 
如 在 平面 上 给 定 了 一 个 三 角形 , 这 就 相当 于 在 例 1 的 全 集 ( 论 
域 )U 中 给 定 了 一 个 元 素 ww， 

uo= (Ao, Bo, O00), (dot+ Bot+Oo= 180, Ao> Bo>00>0), 
问 它 属于 下 列 五 类 中 哪 一 类 更 合适 ; (1) 近 似 正三 角形 , (2) 近 
似 直 角 三 角形 , (3) 近似 等 腰 三 角形 , (4) 近似 等 腰 直 角 三 角形 ， 
(5) 非特 丈 三 角形 ， 

由 例 1 知 ; 这 五 类 分 别 对 应 于 五 个 弗 晰 集 加 , BB, 了 4, 3. 
我 们 看 五 个 数 脏 (wo), B(wo), (uo)， 和 4(uo), Bluo) 中 哪 一 
个 最 大 ; 就 认为 w 具有 人 至 (5) 中 对 应 的 那 一 种 的 性 质 最 为 
合适 . 

所 以 ， 对 一 般 的 4 …， 4 如 果 有 某 个 各, 使 4; (uo) 
在 和 (wo) ，…，#n(uo) 中 最 大 ， 那 未 我 们 就 认为 ww 近似 地 上 县 
有 4;, 那 种 性 质 最 合适 . 
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远 辑 
第 一 节 电路 中 的 逻辑 一 一 开 与 关 ( 通 与 电 ) 


在 电路 中 , 我 们 常常 遇 到 如 下 的 一 些 问题 : 

【 例 了 如 图 2-1 中 的 一 段 电路 能 否 化 简 ? 

《 注 用 吕 线 连结 的 两 个 4 合 起 来 表示 一 个 双 刀 二 掷 开 关 ， 化 简 电 
路 包括 少 用 开关 ,或 用 简单 开关 代替 复杂 开关 , 减少 接线 … 等 等 )， 


CE 


图 2-1 图 2-2 


[ 例 2】 图 2-2 中 的 一 段 电 路 能 否 化 简 ? 

[ 例 8] 楼 梯 上 有 一 - 合 电 灯 ， 问 应 该 如 何 设计 电路 以 使 
楼 上 与 楼 下 均 能 自由 开关 它 ? 

为 了 解决 上 述 的 一 些 简单 问题 ， 我 们 需要 考虑 与 电路 有 
关 的 简单 色 辑 问题 . 

先 看 一 个 简单 开关 4 (图 2-8), 它 有 两 种 状态 通 和 断 .。 
它们 分 别 对 应 于 图 上 的 两 点 z、y 是 接 通 的 还 是 切断 的 . 

利用 第 一 章 第 四 节 注 (2) 中 的 想法 ,我 们 可 以 由 开 关 4 


i y 
4 
ry 2 < 
. 4 道 
图 2-3 图 2-4 
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得 到 一 个 “事件 ”, 这 个 事件 就 是 “2 与 y 两 点 是 接 通 的 "我们 
仍 以 4 记 这 个 事件 ， 那 末 其 对 立 事件 4 则 为 “z 与 y 两 点 是 
切断 的 ”图 2-4)， 

对 于 两 个 开关 4、B 而 言 , 它们 分 别 对 应 于 事件 4.B 
(注意 ; 我 们 故意 用 一 个 记号 4 代表 开关 及 其 对 应 的 事件 )， 
下 面 来 分 析 事 件 4UB 与 4 站 B 分 别 在 电路 中 的 含义 : 

事件 4U 表示 “或 4 通 或 也 通 ， 因 此 事件 4U 了 的 发 
生 等 价 于 4 与 妃 之 一 是 通 的 .这 说 明了 事件 4UB 对 应 于 
开关 4、 8 并 联 所 得 的 电路 (图 2-5)， 


A | : 
工人 
图 3 2-6 
事件 40 好 表示 “4 了 3 都 通 ” 因 此 事件 4nB 的 发 生 
等 价 于 4、B 都 按 通 ， 于 是 事件 4 站 B 对 应 于 开关 4、B 囊 
联 所 得 的 电路 (图 2-6). 
于 是 得 到 下 述 的 通 断 “状态 ” 雪 ， 


此 外 , 由 开关 4 可 以 得 到 一 个 与 4 的 通 断 状态 完全 相反 
的 新 开关 筷 ( 图 2-7)， 


A 
no a oA oy 
入 个 、 
4 断 则 艺 通 4 通则 了 斯 
图 2-7 


由 开关 4、B 可 得 复杂 的 新 开关 4UB 及 4 人 0B 不 再 是 
简单 的 开关 了 ,但 它们 都 只 有 道 断 两 种 状态 , 客观 效果 对 应 于 
开 和 关 ， 因 此 仍 称 它们 为 开关 ， 其 通 断 状态 恰好 分 别 对 应 于 
把 开关 4 和 B 并 联 及 串联 所 得 的 电路 。 其 具体 算法 为 上 面 
对 应 于 4UB 及 4 门 B 的 遂 断 表 (L.D 及 (1.229. 

注意 一 个 开关 上 只 有 通 断 两 种 状态 ， 翻 转 一 次 开关 就 是 
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通 断 表 也 可 称 为 真 假 表 , 也 就 是 说 , 可 以 分 别 用 真 、 翁 两 
字 来 代替 通 、 断 两 字 . 
为 了 在 数学 上 便于 计算 和 记忆 ,我 们 把 状态 “ 通 ” 叫 做 状 
态 ‘2 状态 “斯 ”叫做 状态 ‘07, 并 把 这 个 ‘12 "0 叫做 开关 
的 远 辑 仁 ， 于 是 通 断 表 就 可 写成 开关 运算 的 逻辑 值 计 算 表 : 
4 
0 
1 


图 


1=0, 0=1, 
1Ui=1, 1U0=1, 0U1=1, 0U0=0, 
1N1=1, 1n0=0 0N1=0, 0N0=0., 


SS 


(1.8) 


项 


< 


II 


这 样 的 0、 1 两 个 数 在 运算 “U，f ，-” 下 的 结构 称 为 市 尔 
代数 ，U 叫 逻 辑 加 ，n 叫 逻 辑 滋 [事实 上 cUD= max(a 5)， 
efi b= min(c，0)] . 

从 上 面 的 讨论 可 知 ， 由 两 个 开关 组 成 的 电路 常常 可 以 当 
作 一 个 新 开关 , 这 个 新 开关 的 通 断 由 它 的 逻辑 值 是 1 还 是 0 
所 决定 . 

一 般 带 有 复杂 开关 的 电路 , 也 常常 相当 于 一 个 新 开关 , 它 
由 有 限 个 简单 开关 (或 多 刀 开 关 ) 所 组 成 ， 这 个 电路 的 通 断 由 
这 个 新 开关 的 逻辑 值 是 荆 还 是 0 所 决定 . 

现在 我 们 把 前 而 的 例 3 作为 一 个 应 用 的 例子 ， 讨 论 一 下 
它 的 解法 ; . 

设 楼 下 的 开关 为 4, 楼 上 的 开关 为 B, 应 如 何 接 入 电路 
中 才能 达到 预定 的 要 求 呢 ? 

我 们 设想 4, B 已 按 某 种 办 法 接 入 电路 , 并且 电 路 能 满 
足 我 们 的 要 求 , 楼 上 楼 下 均 能 自由 地 开关 楼 梯 上 的 电灯 ， 那 
末 这 个 电路 就 是 一 个 新 的 开关 。 如 果 把 这 新 开关 记 成 己 , 则 
卫 就 与 4、 好 都 有 关 ， 忆 通 ， 即 电灯 亮 ; 书 断 , 即 电灯 灭 ， 既 
然 楼 下 楼 上 都 能 自由 控制 这 电灯 的 亮 与 灭 , 这 说 明 开关 4 翻 
转 一 次 就 必然 引起 PP 翻转 一 次 , 而 且 卫 翻转 一 次 也 必 引 起 P 
翻转 一 次 ， 于 是 这 个 电路 的 设计 问题 就 变 成 了 ; 从 4、B 要 
经 过 U、 站 、 一 三 种 运算 , 构造 一 个 新 开关 卫 , 使 4、B 中国 
定 一 个 , 翻转 另 一 个 时 , 开关 P 也 恰好 翻转 一 次 ， 为 此 , 我 们 
在 下 面 先 写 出 满足 上 面 要 求 的 开关 卫 的 可 能 的 通 断 表 ( 真 假 
表 ) (在 4=B=1 时 , 可 以 按 P 的 可 能 取 值 分 两 种 情况 ) 如 
下 : 

情况 1) 设 A4=B=1 时 , P=1 
这 就 在 下 面 左边 的 表 中 得 到 第 一 行 ; 
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(1.4) 


.要 知 道 其 它 几 行 卫 的 值 , 先 看 表 中 第 二 行 中 4 一 1，B8=0, 把 
这 行 与 第 一 行 相 比 较 , 看 出 4 固定 在 状态 工 而 卫 由 工 变 为 0 
(翻转 了 一 次 ), 因为 要 求 开关 能 控制 P， 所 以 卫 必 须 眼 着 
翻转 一 次 .， 但 是 第 一 行 中 ~1， 因 此 第 二 行 中 必须 P=0. 
再 看 表 的 第 三 行 中 4~ 0，B- IT， 把 第 三 行 与 第 一 行 相 比较 ， 
看 出 也 处 在 固定 状态 工 而 4 由 工 变 为 0 (翻转 了 一 次 ), 因 为 
要 求 开关 4 能 控制 P, 所 以 已 也 必须 腿 着 翻转 一 次 ,因此 第 
三 行 的 了 必须 与 第 一 行 相反 , 即 应 该 为 0， 类似 地 , 由 第 四 行 
与 第 三 行 比较 ,4 处 于 固定 状态 0,B 翻转 了 一 次 状态 , 所 以 
第 四 行 中 卫 的 状态 必须 与 第 三 行 中 相反 ， 即 应 该 为 状态 
最 后 , 我 们 可 以 看 到 具有 如 (1.4) 中 那样 的 一 张 通 断 表 ( 真 候 
ZFZZIH 和 ,其 和 P 确 能 被 人? 分别 控制 ,于 是 
Ne ) 可 以 根据 上 面 这 个 表 而 设计 开关 了 如 
4 外 在 同一 交大 

图 28 ”时 了 取 二 而 在 4、B 处 在 不 同 状态 时 
己 取 0， 所 以 事件 一 发 生 等 价 于 事件 4. 五 同 时 发 生 或 同时 
不 发 生 ， 由 文 氏 图 2-8 可 以 看 到 已 相 当 于 图 上 的 阴影 部 分 ， 
即 站 
P- (ANB) UNB,). 
情况 2) A4=B=1 时 P=0 
讨论 方法 与 情况 1) 类 似 , 此 时 通 断 表 为 
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全 北 有 总 入 


(1.4’) 


这 时 的 开关 也 与 情况 1) 中 的 开关 卫 正 好 处 于 完全 相反 的 状 

态 ， 亦 就 是 说 相当 于 情况 1) 中 开关 卫 的 “对 立 ” 开 关 P。 所 

以 这 里 的 了 应 为 一 
P= (ANB)U (AND) 


一 《4 由 3) Nn (4B) (对偶 关系 ) 
一 (4UB)N (4UB) (对偶 关 系 )。 
下 面 我 们 要 把 已 构造 的 书画 成 电路 图 : 
1 P=(4NB)U(A4NB) 的 电路 图 
这 开关 是 “4 与 串联 ”再 并 联 以 “4 与 了 的 串联 ”但 
是 4 与 4 (同样 8 与 8) 可 用 一 个 单刀 双 掷 开关 , 于 是 画 成 
的 线路 图 如 图 2-9， 


2” 了 (4UB)N C4UB) 的 电路 图 
这 开关 是 “4 与 了 并联 ”再 串联 以 “与 8 的 并 联 ”. 与 
上 面 类 似 , 可 用 一 个 单刀 双 措 开关 ( 仍 记 成 4) 代替 简单 开关 
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4 及 4, 再 用 一 个 单刀 双 掷 开关 ( 仍 记 成 B) 代替 简单 开关 瑟 
及 BB 后 ,可 得 线路 图 如 图 2-10. 

对 例 3 咯 加 推广 是 很 有 意思 的 .例如 三 个 能 自由 控制 的 
开关 的 电路 : 二 楼 有 一 塌 灯 , 需要 设计 一 个 电路 , 使 一 楼 、 二 
楼 、 三 楼 都 能 自由 地 开关 它 . 

解 ， 设 一 楼 、 二 杰 、 三 楼 各 有 开关 4、B、C. 我 们 首先 单 
把 一 楼 和 二 楼 部 分 的 电路 按 例 3 那样 设计 为 一 个 新 的 复合 开 
关 P=(4NB)U (4NB)， 这 时 一 楼 的 开关 4 及 二 楼 的 开 
关 B 都 能 自由 地 控制 它 。 现在 为 了 设计 三 楼 也 能 自由 控制 
的 电 足 ,只 要 把 一 、 二 楼 看 成 为 有 一 个 开关 卫 的 单元 , 把 三 楼 
看 成 为 另 一 个 有 一 个 开关 C 的 单元 ， 那 末 由 例 3 可知， 新 开 
关 @=(Pnc)UCnoc) 就 能 由 P、C 自由 控制 , 因此 也 能 
由 4、B、 CO 自由 控制 。 于 是 @ 所 代表 的 电路 就 满足 设计 要 
求 . 

为 了 使 上 面 定义 的 复合 开关 Q@ 能 在 真实 的 电路 中 实现 ， 
我 们 首先 要 把 Q 写成 形式 

Q= (PNO) U (PNO) 
={[(4NB)U (ANB)I NO} 
U{[C4NB)U CANB)I NO}. 
这 些 4、B、C 是 开关 ,它们 都 可 以 看 成 事件 ” 应 用 事件 运 
算 的 对 侦 律 及 分 配 律 就 得 到 
Q={[(4NB)U(ANB)I NO 
U{[CAUB)N AUBINOY 
=—{[(4NB)U(ANB)I NO 
U{ICANB)Y ANB)ING., 
于 是 按照 串联 与 并 联 及 开关 的 关系 , 我们 可 以 画 出 @ 的 原始 
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电路 图 如 图 2-11,… 
国 得 是 这 还 不 是 页 实 的 电 让 图 因为 4 了 开关 如 何 通明 
还 看 不 消 想 - 我 们 滤 一 步 抬 它 天 成 加 213， 


图 2-11 图 2-12 


在 这 图 中 如 与 均 分 别 出 现 在 两 个 地 方 , 而 且 这 两 个 
不 能 合成 一 个 忌 同时 这 两 个 互 也 不 能 泽 成 二 个 可， 这 就 是 
说 开关 了 控制 了 四 根 
电线 ， 当 B 接 通 时 就 接 
通 了 其 中 两 根 (在 图 
2-12 中 的 第 一 、 四 两 
根 ); 当 忆 接 通 时 就 接 
通 了 其 它 两 根 (在 图 : | 
2-12 中 的 第 二 . 三 两 根 )}、 也 就 是 说 B 必须 是 一 个 双 刀 两 掷 
开关 ， 我 们 把 第 四 条 线 改 画 到 第 一 条 线 下 面 后 ， 线 路 图 就 改 
画 成 图 2-18。 这 就 是 我 们 所 要 的 线路 . 

为 了 推广 到 设计 有 多 个 分 别 能 自由 控制 的 开关 的 电路 ， 
我 们 需要 分 析 一 下 从 例 3 的 图 到 上 面 的 图 2-13 到 底 有 什么 
本 质 的 变化 ， 事实 上 , 我 们 在 图 2-13 中 如 果 略 去 二 楼 部 分 
( 即 虚 线 框 内 的 部 分 ), 把 两 条 对 应 的 线 接 通 后 所 得 到 的 线路 
图 就 恰恰 是 例 3 中 的 线路 图 ， 反 过 来 , 在 例 3 中 增加 一 层 楼 
后 仍然 还 要 求 各 晨 都 能 自由 控制 的 电路 ， 就 相当 于 把 原 有 的 
线路 剪 开 后 从 中 间 揪 进 虚 线 框 内 的 那 一 部 分 而 得 到 的 线路 。 


一 采 一 


不 难 证 明 : 如 果 再 要 求 多 一 个 可 以 自由 控制 的 开关 ; 屠 末 就 相 
当 手 在 原 有 的 线路 中 再 播 入 一 个 如 图 2-1S: 中 虚线 框 内 法 那 
样 的 线路 ， 因 此 ,如 果 某 体育 馆 有 内 个 站 而 希望 在 六 个 门 呈 
都 有 一 个 开关 , 能 用 它 同时 打开 或 熄灭 所 有 的 灯 , 那 末 , 这 个 
电路 应 为 在 图 全 13 的 开关 和 与 开关 0 之 间 串 联 池 播 入 四 个 
如 图 2-18 虚 框 内 的 线路 而 得 到 的 电路 ~ 


习题 2.1 


1， 说 明 例 工 与 例 3 中 的 双 刀 两 掷 开 关 4 可 用 简单 开关 代替 。 

2. 设 盖 为 开关 ， 问 4U4、4n 各 在 电路 中 是 什么 含义 ? 

3. 三 人 投票 表决 某 个 建议 ,多数 赞 成 才能 有 效 . 今 要 求 设计 一 个 电 
路 , 三 人 分 别 在 电路 中 被 分 配 一 个 开关 , 如 某 人 把 被 分 配 的 开关 接 
通 , 则 表示 他 赞成 此 建议 , 如 这 建议 得 以 通过 (有效 ) 则 电路 上 出 
现 一 铃 响 。 试 设计 这 个 电路 (注意 ; 要 尽量 简化 ). 

4. 在 第 3 题 中 换 成 四 人 (多 数 指 三 人 以 上 )， 则 电路 应 如 何 设计 ? 

5. 化 简 下 述 电 路 ; 
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第 二 节 命题 与 逻辑 信 、 复合 命题 


本 节 讨 论 简单 的 (形式 ) 池 辑 推理 逻辑 推理 的 一 个 重要 
内 容 就 是 判断 某 一 句 话 是 否 正确 ， 一 名 话 可 以 有 很 不 相同 的 
形式 , 如 陈述 名 、 命 令 句 、 问 名 .惊叹 句 等 等 ， 在 此 我 们 只 研究 
最 简单 的 对 人 象 ， 一 部 分 陈述 句 , 我 们 要 求 它们 满足 下 述 定义 
的 条 件 . 
定义 1 能 够 简单 地 判断 真 (正确 ) 或 假 (错误 ) 的 一 个 陈 
述 名 叫做 一 个 命题 ( 既 真 又 伪 的 一 个 陈述 名 并 不 是 一 个 命题， 
办 为 它 不 能 简单 地 用 真 或 假 来 判断 )， 如 果 一 个 命 古 中 还 出 
现 其 它 的 命题 , 则 称 前 者 为 复合 命题 ; 否则 , 就 称 为 简单 命题 。 
一 个 命题 若 被 判断 为 真 ( 假 ) 值 , 则 称 该 命题 取 丙 《入 
【 例 1 于 下 叙述 中 哪 蔡 是 命 大 ， 
(CD sw 大 于 8; 
(2) =—1 ~ 
“ “(8) 二 次 方程 有 二 个 复 根 l 
儿 ) 二 次 方程 有 二 个 实 根 ;， 
(5) 2 十 1 一 0 有 二 个 实 根 ; 加 
* 《6) 小 张 很 年 轻 ; 1 


(7) 这 个 题目 很 难 ; (8) 不 准 抽烟 ! 
(9) 你 身体 好 吗 ? (10) 他 是 学 生 ; 
《11) 我 正在 说 假 话 ; 

(12) 上 海 的 人 口 超过 九 百 万 ; 

(13) 我 在 学 习 , 小 王 在 打球 ; 、 
(14) 要 么 小 李 在 图 书馆 ， 要 么 小 张 在 图 书馆 ， 

(15) 我 和 小 黄 都 在 教室 里 . 

在 上 面 这 些 句 子 中 ，( 了 ])、(3)、Q2) 是 真 的 , (5) 是 假 的 
《18)、(1 匈 、(15) 也 是 能 够 判别 真 假 的 ， 所 以 它们 都 是 命题 
而 且 是 复合 命题 ，(10) 只 有 在 “他 ” 确 指 某 人 时 才 是 命题 .其 
它 的 句子 都 不 是 命题 , 这 是 因为 : (2) 对 有 些 w(w 一 土 4) 为 真 ， 
而 对 另 一 些 * 为 假 , 按 定义 1 它 不 是 命题 ; (和 比 (2) 更 加 不 确 
定 ， 当 然 也 不 是 命题 ; (6)、(7) 中 的 年轻”、“ 难 "没有 清晰 的 
界限 《它们 是 第 一 章 附 录 中 的 弗 晰 袜 念 ， 按 那里 的 运算 方法 ， 
我 们 不 妨 称 它们 为 弗 晰 命题 ); (8)、(9) 不 是 陈述 句 , 当然 不 是 
命题 ，(11) 无 法 判断 真 假 , 因为 如 果 这 句子 是 真 的 , 按 句子 内 
容 ; 我 正在 说 假 话 , 既然 说 假 话 ; 那 末 我 说 的 话 ( 即 “我 正在 说 假 
话 ”) 就 不 是 真 话 ,因此 我 并 未 说 假 话 ,这 就 与 甸子 是 真 的 发 生 
深 质 ; 如 果 这 句子 是 假 的 , 那 末 我 省 未 说 假 话 , 中 说 的 症 真 话 ， 
这 又 导致 与 假定 名 对 为 假 相 了 矛盾， 所 以 对 (11) 不 能 判 别 真 
假 , 叫做 停 论 , 因而 不 是 命题 。 

通常 用 小 写 拉丁 字母 如 p、 4、7、… 等 表示 命题 个 别 情 
议 下 也 用 一 个 大 写字 母 天 示 一 个 命题. 1 

一 个 复合 命题 如 何 由 一 些 简单 命题 得 到 ， 以 及 由 这 些 简 
单 命题 的 真 侵 如 何 判断 谈 复合 命 古 的 真 假 等 等 ， 这 是 我 们 首 
先 会 遇 到 的 问题 . 

为 了 讨论 上 述 问题 ， 需要 引入 命题 之 间 的 运算， 并 且 考 察 
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议和 


ts 


这 些 运算 满足 的 规律 ， 在 逻辑 学 中 , 这 些 “ 和 运算 ” 称 为 “连结 ” 
命题 之 间 一 共有 五 种 基本 的 连结 方式 ， 在 本 节 中 将 介绍 其 中 
最 简单 且 最 基本 的 三 种 : “或 ”,“ 目 ”,“ 非 . 

1. 运算 Y (记号 Y 由 U 变 来 , 意 即 "或 ) 

由 命题 p 及 命题 9 可 以 得 到 一 个 新 命题 久 或 9”, 记 成 
pV9. 例 如; p 表 示 “ 今 天 早晨 我 在 图 书馆 ”9 表示 “今天 早晨 
我 在 劳动 ”, 那 末 pVY 4g 表示 “今天 早晨 我 或 在 图 书馆 或 在 劳 
动 ”-， 又 如 表示“ 昨 晚 我 不 在 家 ”, 9 表示 “ 昨 晚 小 王 不 在 
家 ”, 那 末 pV gq 表示 “ 昨 晚 我 与 小 王 中 至 少 有 一 人 不 在 家 ”( 或 
者 “ 昨 晚 不 是 我 不 在 家 就 是 小 王 不 在 家 ”)。 从 上 面 两 个 例子 
可 以 看 出 : 只 要 p、g 两 个 命题 中 有 一 个 为 真 话 , 那 末 pVg 也 
是 真 话 , 这 是 因为 , 若 “ 我 在 图 书馆 ”为 真 , 那 林 “ 我 在 图 书馆 或 
在 劳动 ”当然 也 是 真 话 ; 又 若 “我 在 劳动 ”为 真 , 那 末 ' 我 在 图 书 
馆 或 在 劳动 "显然 也 是 真 话 . 只 有 当 “ 我 在 图 书馆 ”及 “我 在 劳 
动 ” 都 假 时 ( 即 我 既 不 在 图 书馆 又 不 在 劳动 ),“ 我 在 图 书馆 或 
在 劳动 ”这 甸 话 才 是 假 话 . 这 说 明 只 有 w、9 均 假 时 , pVg 才 
是 假 的 。 从 而 我 们 得 到 pV a 的 真 假 表 如 下 ; 


(2.D) 


一 个 命题 的 真 假 表 与 第 一 节 中 一 个 开关 的 通 断 表 类 似 ， 也 可 
以 用 “1” 代表 真 ; 用 “0” 代表 假 , 那 末 运算 pV g 一 max(p, 9), 
其 中 
fo Dp 真 ; -全 9 真 ; 

【0， 2 假 . 0， 9 假 . 
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(记号 Y 在 逻辑 中 又 叫 “ 析 取 汶 ， 

2. 运算 人 (记号 A 起 用 变 来 , 意 即 “县 ” “与 

由 命题 p 及 命题 9 可 以 得 到 另 一 个 新 命题 “wm 与 9 记 
成 Bp 和 4， 例如 zw 表示 “今天 早晨 我 在 图 书馆 ”9g 表示 “今天 
早晨 我 在 劳动 ”, 那 末 pA 入 g 家 示 “ 今 天 早晨 我 在 图 书馆 中 劳 
动 ”( 既 在 图 书馆 又 在 劳动 ) .所 以 只 有 当 wp, 9 都 是 真 话 时 ， 
2 和信? 才 是 真 话 ， 因 为 如 果 p, 9 中 有 一 个 是 假 话 ,例如 jp 为 假 
话 时 (即今 天 早晨 我 不 在 图 书馆 ), 显然 “今天 早晨 我 在 图 书馆 
劳动 ”是 一 旬 假 话 ， 因 此 我 们 得 到 wp 信 g 的 真 假 表 如 下 ， 


(2.2) 


(入 在 逻辑 学 中 又 称 合 取 ) ， 

3. 运算 ~ (记号 ~ 由 “一 ” 变 来 , 意 即 “ 非 分 

由 命题 p 可 以 得 到 新 命题 非 p, 记 成 ~ 它 是 命题 2 的 
否 命题 (对 立 命题 ) 例如 p 表示“ 今天 早晨 我 在 图 书馆 ”， 屠 
末 ，~p 表示 “今天 早晨 我 不 在 图 书馆 ”。 由 此 可 知 ~p 与 p 
的 真 假 恰恰 相反 , 故 ~p 的 真 假 表 为 


(2.3) 


由 定义 知 ，~ ~p 与 5 是 一 样 的 . 
以 后 我 们 恒 用 1-0 表 代 蔡 真 假 表 ; 
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对 于 运算 “~ ”需要 特别 注意 两 点 ， 

二 在 有 入、V、~ 的 命题 式 子 中 , 应 先 算 ~, 后 算 和 信和 
Vi 

2" 如 果 命 题 2 的 句子 中 还 有 修饰 词 “ 某 些 ” “存在 ”一 
切 ”\ 每 一 个 ”所 有 ”任何 一 个 ”时 , 作 否 定时 需 注意 : “ 某 些 ” 
的 否定 是 "一切 都 不 ”(' 某 些 ”“ 存 在 ”含义 一 样 ;一切 ”每 一 
个 、 所 有 “任何 一 个 全 ee 


图 书信 又 加 ， 2 天 “我 家 里 的 人 都 受 多 券 的 宪 们 屠 
末 ~p 表示 :我 家 有 的 人 不 爱 贝多 芬 的 音乐 ”( 要 否定 “都 爱 ” 
只 需 举 出 有 一 个 不 爱 的 人 即 可 )，~p 绝 不 是 “我 家 里 的 人 都 
不 爱 贝 多 芬 的 音乐 ” 1 

【 例 9 若 了 表示 “天 在 下 两 5 表示 “小 张 在 骑 车 > 那 
来 . 
~pVg 表示 “天 不 在 下 十 ,或 小 张 在 对 车 ”. 
~2A~g 表示 “天 不 在 下 雨 , 小 张 未 骑 车 
~ (pV ~g) 表示 “天 下 雨 或 小 张 未 骑 车 不对” 
~ (~pV ~g) 表示 “天 不 下 两 或 小 张 未 骑 车 不 对 六 
在 本 章 讨论 的 逻辑 中 , 一 个 命题 了 必 能 且 只 能 取 工 ( 真 )、 
0 ( 假 ) 两 个 值 之 一 , 所 以 这 种 逻辑 也 称 两 值 远 辑 ， 

定义 2 由 一 些 命题 p、9、r、… 等 等 通过 V、 人 、~ 等 
的 多 次 运算 , 得 到 的 一 个 新 命题 称 为 一 个 公式 ， 一 个 公式 取 
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真 ` 假 ( 即 工 0) 值 的 表 称 为 公式 的 真 假 表 . 

{ 例 8]】 求 (pVY ~g) 人 (gV ~p) 的 真 假 表 . 

解 ; 把 ~p，~g，(pY ~9), (4Y 人 ~ p) 作为 中 间 对 象 ， 
利用 (2.4) 逐 步 列 出 下 面 的 表 ， 


~p|~g|pV~g | aqV~p | WV~9) A(qV~?p) 


(2.5) 


(2.6) 


ee 


& 的 真 假 表 已 在 人 2. 久 第 六 列 中 给 出 ); 
pyg | pAg | ~pva 
1 1 1 


(2.7) 


1 0 0 
1 0 1 
0 0 1 


由 (2.7) 可 以 看 到 有 ; . . 
Pu prV…Y ps 一 0 等 价 于 一 切 0 一 0 人 一 二 », 9 
(Pa) 了 入 … 人 2 一 工 等 价 于 一 切入 = 一 二 1)s 
(Pa ~2DYV9=0 等 价 于 p=1,g=0, 
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利用 这 些 结论 ,就 可 以 构造 具有 已 知 真 假 表 的 复合 命题 了 . 
【人 鲍 4] 构造 由 简单 命题 人 了 组 成 的 一 个 复合 命题 
访 , 使 它 有 如 下 的 真 假 表 :， 


pg rg SB: ~8 
1 1 1 0 0 1 
1 1 0 1 1 0 
1 0 1 0 1 :1 
1 0 0 0 1 1 
0 1 1 0 1 1 
0 1 0 1 1 0 
0 0@ 1 0 1 .1 
0 0.0 1 i 0 | 


我 们 的 办 法 是 ， 先 构造 一 些 辅 助 命题 6，…，Se, 使 总: 
在 第 一 行 的 值 为 0, 在 其 它 行 的 什 均 为 1 (一 般 地 , 命题 8 在 
第 i 行 的 值 为 0, 而 在 其 它 行 的 值 均 为 切 . 假若 这 些 56, …， 
:5s 均 已 构造 好 了 , 进一步 看 要 构造 的 命题 8 在 哪儿 行为 0 ( 例 
如 在 例 4 中 , 5 在 第 1、8. 4、5.7 行 为 0)， 一 般 地 说 , 如 果 
态 只 在 第 诬 行 .第 各行 …、 第 鼠 行为 0, 那 末 由 (pa) 可知 
命题 5 入 S; 人 入 … 入 5;, 也 只 在 第 入 行 、 第 各 行 、…'*, 第 名 行为 
0, 因此 , 5, 人 5% 入 … 信 Ss 就 是 我 们 所 需要 的 一 个 命题 ， 即 它 
符合 预先 给 定 的 真 假 表 . 

在 ?>4 时, 作法 还 可 以 稍微 简化 一 些 ， 例 如 可 以 先 作出 
一 个 其 真 假 表 与 5 的 真 假 表 完全 相反 的 命题 , 然后 再 求 它 的 
“ 非 ”( 否 命题 ). 

、 现 在 把 这 些 原则 用 到 具体 的 例子 ( 例 4 中 去 在 这 个 例 
子 中 的 3 有 五 行为 因此 1 一 5 我 们 可 以 先 作出 一 个 真 假 
宪 , 使 其 与 8 的 真 假 表 有 完全 相反 的 命 古 ~S， 于 是 要 求 
~S 的 第 2、6、 8 行为 0, 其 它 行 均 为 1。 为 此 首先 要 构造 相 
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(~5)s、(~5)o、(~5)s。 它 们 分 别 只 在 第 2、6. 8 行为 0. 我 
们 把 ~S 真 假 表 的 第 2、6、8 行列 表 如 下 ; 


小 将 溃 
= Xl! 
站 


命题 (~8)s 构造 如 下 : 即 要 使 当 且 只 当 p 一 1, q 一 1, + 一 0 同 
时 成 立时 , 才 有 (~S)s 一 0 (而 其 他 情况 均 为 (~5)s= 了 . 考 
赃 到 pA 人 g 只 在 p 一 tg 一 1 时 才 为 1 所 以 由 (Ps) 知 ,可 取 

~(p 人 9) Yr (注意 : 先 算 ~, 后 算 VY) 
作为 (~5)，。， 这 是 因为 ~(wAg) Vr 只 在 pAg=l1.r=0 时 
才 为 0, 也 就 是 它 只 在 p=1、g 一 1、7=0 时 才 为 0, 因此 满足 
(~5)s 的 要 求 .命题 (~S)6 构 造 如 下 : 要 使 当 且 只 当 p 一 0、 
7 一 0、g 一 1 同时 成 立时 才 有 (~S)s=0 (其 它 情况 均 为 
(~5)e 一 1)。 考虑 到 pVr 只 在 p=0、r=0 时 才 为 0, 所 以 
由 (ps) 知 , 我 们 可 取 

~gV (DVI 

作为 (~5)6. 这 是 因为 ~gV (pV7) 当 且 只 当 在 9=1、2Vr 
=0 时 才 为 0， 也 就 是 它 当 且 仅 当 在 9=1、wp=0、r=0 同 时 
成 立时 才 为 0， 因 此 满足 (~5)6 的 要 求 .又 由 于 ~ 8 的 第 八 
行 全 为 0 所 以 可 取 pVgqgVr 为 (~S)s。， 最 后 我 们 可 取 
(~S)a 人 《~S)e 入 (~S)s 作 为 ~S, 它 在 且 只 在 第 2、6、 8 
行为 0。 因 而 满足 ~S 的 要 求 、 因 此 5S 可 取 它 的 “ 非 ”( 否 命 
题 ), 也 即 可 取 
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S=~((~S)sA\ (~S)eA(~S)s) 
=~[(~(WADVYD A ~IV WV) APYIVT), 
由 上 面 的 分 析 知 .SS 的 真 假 表 确实 写 我 们 事先 给 出 的 真 假 表 
是 一 致 的 . 
但 这 样 构造 的 SS 一 般 说 来 还 是 比较 复杂 的 ， 需要 进行 化 
篇 ， 这 就 需要 熟悉 运算 V、A 和 、~ 满足 的 规律 ， 这 些 规律 我 
们 将 在 下 面 给 出 . 
以 上 例子 中 的 事实 可 以 推广 为 一 个 一 般 的 定理 ， 其 构造 
的 思路 是 完全 一 致 的 . 
定理 1 若 有 和 个 命题 pl, …, py， 则 对 于 任意 给 定 的 一 
个 2°* 行 的 真 假 表 ,可 以 构造 一 个 py,…, ps 的 复合 命题 5, 使 
人 符合 已 给 定 的 真 假 表 . 
【证 】 构造 一 个 如 下 的 命题 : 
设 要 求 在 8 的 真 假 表 中 ，A 在 而 且 只 在 第 名 行 、 第 从 
行 … 第 挟 行为 0, 而 在 其 它 行 均 为 J。 又 设 在 第 纪行 (a= 
“, DD 中 , 把 诸 命题 pi,…, ps 中 恰 等 于 工 的 那些 命题 
重新 记 为 pi，…，posusi 把 恰 等 于 0 的 那些 命题 重新 记 为 
Qu“ 4n-mevia。 即 只 看 真 假 天 中 的 第 和 行 ， 在 这 行 中 重 排 
D1, ,pr 的 次 序 后 就 成 为 


Si = ~ (pis A Apnas) V (Gus V °°V Qn-masts) . 
由 《Ps) 知 Si 在 而 且 只 在 pu 八 … 和 Do 一 二 Qt V :VY 


qm 一 1 时 才 为 0, 也 就 是 说 在 而 且 只 在 Dai —1, i, Pmoto 
=1, Cu 一 0， ”0 Im 一 0 同时 成 立时 才 为 0, 再 令 
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S=8, 人 … 人 和 人心， . 
于 是 信 在 而 且 只 在 第 记 行 .第 各 行 …; ~ 第 所 行 水 为 60. 因此 
恰 具 有 我 们 事先 给 定 的 真 假 表 1】 

并 例 5]】 甲 手 里 有 一 个 转 棋 子 ， 要 乙 来 猜 模子 的 颜色 是 各 的 还 是 
黑 的 . 猜 的 办 法 是 . 只 允许 乙 问 一 个 回答 为 “是 ”或 “ 否 ” 的 问题. 甲 可 
以 说 真 话 也 可 以 说 假 话 ( 甲 只 管 一 个 字 :“ 是 ”或 “ 否 ”). 问 乙 能 否 找到 . 
一 个 问题 ， 从 这 问题 的 管 案 由 (不 管 甲 是 否 说 真 话 ) 能 知道 甲 手中 棋子 . 
:的 颜色 ? 

解 ; 这 问题 也 是 一 种 设计 复合 命题 的 问题 。， 只 需要 给 乙 设计 一 个 
问题 ,使 乙 得 到 的 回答 为 : 


着 棋子 为 白色 


若 棋子 为 黑色 
若 甲 说 假 话 | 甲 回答 “是 " 厅 下 
(这 样 , 乙 可 根据 申 的 回答 为 “是 ”还 是 “ 否 ” 来 断定 棋子 为 白 还 是 黑 ). 


另 一 方面 , 因为 在 玮 说 假 话 时 , 甲 心里 的 真实 回答 与 口 说 的 回答 恰 
相反 ,所 以 对 乙 所 问 的 问题 , 甲 在 心里 的 回答 为 ; 


. 车 棋子 为 白色 车 棋子 为 黑色 
着 甲 说 真 话 | 甲 心里 回答 但 ?| 甲 心里 回答 “ 否 ” 
若 甲 说 假 话 | 甲 心里 回答 “ 否 | 甲 心里 回答 “是 ” 


… 令 命题 


2 表示 “棋子 为 白色 
4 表示 “ 甲 说 的 是 真 话 ; 
8 表示 "对 乙 问 的 问题 , 甲 心里 的 回答 为 是 六 
于 是 应 得 真 假 表 (5 的 真 假 值 是 按 上 面 表 的 要 求 给 出 的 ) 为 ， 


» | 1 1 0 0 
gq | 1 0 1 0 
Ss | 1 0 0 1 


我 们 要 把 3 表 成 2 和 2 的 复合 命题 . 
按 定理 工 中 所 述 的 一 般 的 方法 ,3 应 取 
(~pYg) A(~gVp). 
这 样 , 乙 提出 的 问题 应 与 8 在 逻辑 上 等 价 ， 这 个 问题 可 以 是 ， 
“要 么 你 说 的 是 真 话 , 要 么 棋子 是 黑 的 ”和 “要 人 么 你 说 的 是 假 话 ， 要 
么 棋子 是 白 的 ”这 两 句 话 都 是 真 话 吗 ? 
按 我 们 的 设计 , 如果 乙 得 到 的 回答 为 “是 ” 则 棋子 必 为 白色 ; 如 果 
乙 得 到 的 回答 是 “ 否 ” 则 棋子 必 是 黑色 ， 
读者 不 妨 自 己 验 证 . 
定义 8 一 个 恒 取 真 值 ( 即 恒 取 二 的 公式 叫做 恒 真 命 
题 , 记 为 1; 一 个 恒 取 假 值 ( 即 恒 取 0) 的 公式 叫做 恒 假 命题 或 
矛 唐 合 题 , 记 为 0， 
例如 pV ~p 是 恒 真 命题 ; 
2 入 ~ 2 是 矛盾 命题 . 
定义 4 有 相同 真 假 玫 的 两 个 公式 称 为 远 竹 等 价 的 ; 逻 
辑 等 价 的 命 题 在 逻辑 学 中 被 认为 是 一 样 的 ; 命题 与 5S 逻辑 
等 价 记 为 BRS. 
显然 有 : 
ivVil=1 人 1=1V0=1Vyp=1, 1 w=p 
OvV0=0A 和 0=1A\0=0AN\p=0, 0V pap 
~1=0, ~0=1 pV ~p 三 1 ( 排 中 律 ) 
p 信 ~p 三 0 (矛盾 律 ) 
运算 VY、 和信、 ~~ 也 有 与 事件 运算 U、 人 站、 一 完全 类 似 的 
运算 规律 ， 
(1D) pV P=p Nw ( 瞧 等 律 ) 
GD pV 9 三 QVPp, P 和 4 二 9 人 Pp (交换 律 ) 
(IIT) (PY DV TEPY (gV 7) (结合 律 ) 
(PAq9) Ar=pA (9Ar) 


(2 .8)- 
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(IV) p 人 (gV?7) 二 信和 9)YV (pA 人 7) (第 一 分 配 律 ) | 
PY (qg 人 7 三 (V9) 信 (pV7) (第 二 分 配 律 ) (2.9) 
(V) pV (pAg)=Y, pP 人 (DY9)=p (吸收 律 ) 
(VD ~~p=p ( 双 否 定律 ) 
(VID ~(pVO=~pA~Y 
~(pNAD=E~pYV ~g 6 对偶 公式 )) 
对 以 上 公式 的 证 明 上 只 和 需 说 明 在 “三 ”两 边 的 公式 有 相同 的 真 
假 表 即 可 , 读者 自己 可 以 验证 . 
定义 5 如 果 存 在 一 些 公式 51,…，S，, 其 中 每 一 个 S, 
是 一 些 简 单 命题 ,或 简单 命题 的 否 合 题 连 续 用 人 运算 的 结 
果 , 且 使 


S81V VS,. 
则 称 公式 5 为 第 一 标准 形 (或 析 取 标准 形 ) 公式 
定义 6 如 果 存 在 一 些 公式 S1，…，Ss， 其 中 每 一 个 站 
是 一 些 简 单 命题 或 简单 命题 的 否 命题 连续 用 V 运算 的 结果 ， 
且 使 
S=S1 A MBs, 
则 称 公式 5 为 第 二 标准 形 (或 合 取 标 准 形 ) 公式. 
利用 上 面 关 于 VY、 入 、~ 的 运算 规律 , 忆 可 以 化 简 公 式 ， 并 
能 导致 两 种 标准 形 表示 , 这 就 是 : 
定理 2 任何 一 个 公式 都 可 以 化 简 为 第 一 标准 形 , 也 都 
可 以 化 简 为 第 二 标准 形 . 
六 【 例 6】 甲 说 乙 在 说 谎 , 乙 说 丙 在 说 说 , 丙 说 甲 、 乙 都 在 说 说 , 问 
到 底 谁 说 的 是 真 话 ? 谁 说 的 是 谎话 ? 
解 : 令 p、g、? 分别 为 下 列 各 命题 
2:“ 甲 说 的 是 真 话 
24“ 乙 说 的 是 真 话 ”3 


wm 


7 “两 涪 的 是 真 话 ”， 


“时 说 乙 在 说 谎 * 这 个 命题 ( 记 为 8) 的 真 候 表 为 : 


多 d St 〈“ 甲 说 乙 在 说 度 
1 1 
1 0 
0 1 
0 0 
从 5 的 真 假 表 构造 的 命题 为 
| (WA~DY (~pAg), 


因此 ， 
“ 甲 说 乙 在 说 谎 ”= (pA ~q) V (~pAg)。 
[事实 上 并 不 一 定 非 要 用 真 假 表 才能 构造 8, 可 直接 利用 “ 甲 说 乙 在 说 
谎 ” 只 有 两 种 可 能 情况 , 一 是 : 乙 在 说 谎 而 甲 说 的 必 是 真 话 , 即 p 人 一 和 5 
另 一 是 : 乙 并 未 说 谎 而 甲 在 胡说 , 即 ~5A9， 两 种 情况 显然 应 以 “或 ” 
〈 即 Y ) 来 连接 . ] 
同 理 , 命 题 
“ 乙 说 丙 在 说 谎 ”( 记 为 Ba) =(qgA~7)V (~g 人?)。 
类 似 地 分 析 , 可 知 : 命题 
” “两 说 甲 . 乙 都 在 说 谎 ”( 记 为 83) = (7 A~pA ~g) 
V (~r ApA~G) 
V (~r A~pAg). 
于 是 ,“ 甲 说 乙 在 说 谎 ”“ 乙 说 两 在 说 谎 ”"“ 丙 说 甲 、 乙 都 在 说 谎 ” 三 名 话 
的 共同 结果 为 
Si1AS2A Ss=[(pA ~a) VY (~pAg)] 
A{[CGA~r VY (~aAr)JALr A ~pA~G) 
V (~rApA~a YY (~rA~pA9))} 
=[(WA ~ V (~pAQGIA{r A~PA~O 

V[~rA~pAgq}=~pAgA~r 

《以 上 利用 (2.9) 的 运算 规律 (1) ~(VI))， 因 此 , S81 人 5s 人 5s 为 真 等 同 


于 ~DA9A~ 为 真 ， 而 人 为 和 全 注入 用 、 丙 在 说谎 ， 
乙 说 的 是 真 话 , 这 就 是 我 们 的 结 
上 这 例如 果 不 用 上 而 的 个 题 注 开 的 方法 ， 而 直接 用 通 
常 的 逻辑 思维 分 析 来 解 , 也 并 不 复杂 .命题 演算 的 方法 看 来 
` 计 算 稍 多 些 ,但 是 有 明显 的 优点 . 思路 简单 方法 归 范 ,适合 于 
用 机 器 作 人 钦 辑 分 析 . 
归纳 本 节 要 点 : 
由 一 些 简 单 命题 构成 的 复合 命题 完全 由 它 的 真 假 表 所 决 
定 。 所 以 我 们 应 该 注意 ， 
1 对 给 定 的 复合 命题 ， 要 会 求 它 的 真 假 表 ， 且 要 做 到 逐 
步 熟练 ; 下 列 三 个 复合 命题 的 真 假 才 是 最 基本 的 ,须要 熟 记 ; 
2V9，2 和 9，~2DV9. 
3” 由 给 定 的 简单 命题 及 真 假 表 要 会 构造 复合 命题 。， 定 
1 给 出 了 一 个 统一 的 办 法 ( 它 也 可 以 通过 计算 机 实现 ). 
为 了 化 简 复合 命题 ,须要 熟 习 逻辑 运算 的 基本 规律 (2.8) 
全 这 些 运算 规 律 同 集合 人 


ee 


你， 把 v 和 人 (或 人 和 VV) 生得 X x 与 十 ， 
可 以 很 快 写 出 结果 . 


习 题 2.2 


1. 下 列 陈 述 中 哪些 是 命题 ? 
(LL) 如 果 天 下 雪 , 就 会 影响 市 内 交通 ; 
{.(2) 这 是 个 好 地 方 ; 
《3) 请 你 帮助 我 ; 
(4) 晚上 我 工作 或 看 电视 ; 
(5) 小 黄 在 学 校 学 习 数学 ,语文 和 外 证 ; 
(6) w+ 
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， 叙述 下 列 命题 的 否 命题 ， 


《1) 每 个 人 都 在 努力 工作 ; 
(2) 吃 虫 的 植物 是 存在 的 ; 
(3) 有 些 人 会 讲 英语 ; 

(4) 所 有 的 人 会 讲 英 语 . 


写 出 下 述 诸 命题 的 含 

《1) DYV9; (2) pAg; 

{3) ~pVg; (4) (~pVg) A(~qV YD); 
(5) ~pV ~q; :. 《6) ~»pA~g; 

人) ~pVG 


(8) ~(~~pA~y)Y ~p, 


. 设 p=“ 我 对 青 釜 素 过 敏 ”, 试 用 符号 表示 下 列 句子; 


(1 我 对 青霉素 又 过 敏 又 不 过 敏 ; 


《2) 我 对 青 每 素 要 么 过 敏 , 要 人 么 不 过 敏 ,但 不 能 是 既 过 敏 又 不 过 敏 


《3) 我 对 青 答 索 不 过 敏 ; 
(4) 并 非 我 对 青霉素 不 过 敏 ， 


: 设 p=“ 正 在 打 尖 “; 9 一 “正在 下 雨 ”， 试 用 通顺 的 话说 出 下 列 命 


(1) ~ WA; (2) ~pY ~g; 
(3) ~ (~pA~O; (4) ~ PVD; 
(5) ~pA~g. 

， 写 出 下 列 命题 的 真 假 表 : 
(1) ~~p. (2) ~PY 人 多 
(3) ~ (pV O); 4) (WAMDVY; 


(5) (~PV ~ A (PYq); (6) ~(pV ~ A(GVY ~p); 
《7) [~pAC~IA~T) IY (WA~9). 


. 证 明 本 节 (C2.9) 中 的 公式 (DD) ~ (VID. 
， 化 简 下 列 公 式 ; 


(DD (Aq VY (A): 
(2) (pA Vp, 
(3) pV (~pA~IY (pA9); 


， 如 果 Pp pe 日 不 下 雨 ”, 9 表示 “我 们 班 一 起 去 郊游 ”， 


题 : 
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(4) {[(WA~a AqYV (~pAD}A~G 
(5) LV ~ YaV (~pV VYV ~a: 
(6) [CA~9)A9AC~2A9]V 一 9; 
(7) [WA~a Yav (~pADIA~Y. 

9、 证 明 ， 若 pAgq=1, 则 w=9 三 1, 反之 也 对 ; 
可 车 pVq=0, 则 2 三 q 二 0, 反之 也 对 . 
10. 证 明 若 pVq=1, 上 且 pAg=0, 则 gqg=~p. 

[提示 : 证 明 gq=~pAg 三 ~p.] 


第 三 节 条 件 命题 


有 一 类 命题 称 为 条 件 命题 ,如 

【[ 例 1 讨论 如 下 句子 

(1) 车 小 李 不 去 医院 , 则 小 张 必 去 医院 ; 

(2) 如 果 我 不 在 图 书馆 , 那 末 我 在 劳动 ; 

(8) 如 果 电 视 机 降价 , 那 末 我 至 少 买 一 台 ; 

(4) 如 果 刊 北 风 , 北海 就 会 结 冰 ; 

它们 都 是 命题 ， 下 面 我 们 来 一 一 分 析 说 明之 , 句子 (了 D 按 
通常 的 习惯 来 理解 ， 那 就 是 说 “要 么 小 李 去 医院 , 要 么 小 张 去 
医院 ”， 如 果 有 人 告诉 你 : “车 小 李 不 去 医院 ， 则 小 张 必 去 医 
院 ”. 那 末 , 你 怎样 判断 他 说 的 是 真 话 还 是 假 话 ? 一 般 说 来 ,应 
该 首先 进行 调查 。 如 果 调 查 结果 是 “小 李 去 了 医院 ”你 就 不 
能 说 那 人 向 你 说 了 假 话 ， 在 二 值 泾 辑 中 ， 不 是 假 话 就 必 是 真 
话 , 因此 : 

如 果 “ 小 李 去 了 医院 ”, 我们 就 认为 “ 若 小 李 不 去 医院 , 则 
小 张 必 去 医院 ”是 一 句 真 话 . | 

归纳 起 来 可 知 :“ 若 小 李 不 去 医院 , 则 小 张 必 去 医院 ”这 
句 话 的 真 假 与 “要 么 小 李 去 医院 ,要么 小 张 去 医院 ”的 真 假 是 
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一 致 的 . 
也 就 是 说 ,不论 “小 李 去 医院 ”是否 真 ,“ 小 张 去 医院 "是否 
真 , 我 们 总 可 以 判别 “小 李 不 去 医院 , 则 小 张 必 去 医院 ”的 真 
屋 ; 因而 这 是 一 个 命题 如果 令 
2 一 “小 李 不 去 医院 ; 
4 一 “小 张 去 医院 ”. 
那 末 “ 小 李 不 去 医院 , 则 小 张 必 去 医院 ” 即 是 ~pVg, 它 的 真 
假 表 已 在 第 二 节 中 求 得 为， 


(3.1y 


同样 ,句子 (2) 等 同 于 “要 么 我 在 图 书馆 ,要 么 我 在 劳动 ”， 
因此 它 也 是 一 个 命题 . 

句子 (3) 中 “电视 机 降价 ”未 必 一 定 是 事实 ,“ 我 至 少 买 一 
合 "也 未 必 是 事实 .与 (1) 类 似 地 , (3) 的 含义 等 同 于 “要 么 电视 
机 不 降价 ; 要 么 我 至 少 买 一 全 ”也 就 是 说 , “如果 电视 机 降价 ， 
则 我 至 少 买 一 人 台 ” 若 是 一 名 假 话 , 那 必然 是 “电视 机 降价 ”了 但 
“我 一 台 也 未 买 "。 反 之 , 如 果 是 “电视 机 降价 ”了 , 且 “ 我 一 台 
也 未 买 ”, 那 末 “ 如 果 电 视 机 降价 , 则 我 至 少 买 一 台 ” 必 是 一 名 假 
话 . 

甸子 (4) 与 上 面 的 句子 完全 类 似 ,“ 刮 北 风 ” 未 必 是 事实 ， 
“北海 结 冰 ”也 未 必 是 事实 .但 旬 子 (4 如 果 是 假 话 , 那 就 必 是 
“ 刊 北 风 而 北海 未 结 冰 ”。 反 之 , 如果 “ 乔 北 风 而 北海 未 结 冰 ” 
则 甸子 (和 也 必 是 假 话 , 即 (4) 等 意 于 “要 么 不 刊 北 风 , 要 么 北 


海 结 冰 ”. 

由 (了 ~ (9 可 总 结 出 :对 于 命题 pg, 句子 < 才 wp 则 扩 
是 一 个 新 命题 , 它 的 含义 为 “要 么 非 p, 要 么 9, 即 是 ~p Vg， 
它 有 确定 的 真 假 表 ( 即 ~pV9 的 真 假 次 )， 


十 pO | 


(3.2) 


注意 只 要 % 假 , 则 “车 p 则 g 必 真 ， 
:“， 把 例 寺 的 内 容 叙 述 成 一 般 的 形式 , 就 是 

定义 1 对 于 命题 p.g, 我 们 说 “车 p 则 9g” 是 一 个 命 
题 , 叫做 条 件 命题 , 记 成 p39, 它 的 含义 与 ~pV 9 一 样 ， 因 
此 真 假 表 为 


ea 


从 

虽然 命题 p>g 不 是 独立 的 新 命题 (因为 它 就 是 ~DV9)， 
或 者 说 “>” 不 是 新 运算 , 它 可 以 由 ~~，V 得 到 , 但 是 由 于 条 
件 命 古 " 若 … 则 …” 形 式 上 是 人 们 常用 的 语言 ， 所 以 把 它 当 作 
一 种 重要 的 运算 加 以 熟悉 后 , 在 进行 推理 时 常常 是 方便 的 . 
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注意 “一 ”也 可 以 由 ~、A 得 到 (用 对 龟 律 ) 
“p>8 人 


e+。 


os 


GD . » 风 9 (2) op 时 有 7 (8) “由 多 扒 
出 9g” (或 “由 Pp 导 致 9”); (4) “Pp 对 Pp 充分”; (5) 对 
足够 ” (6) “必须 9g 才 可 能 ;07) “只 当 g 才 可 能 pg 
(8)“ 除 非 g 才 可 能 J” (9)“g 对 p 必 要 ”; (10) “至少 
有 2 才能 有 2; 等 等 . 
甚至 还 可 能 有 更 多 的 叙述 方式 ， 但 这 些 叙 述 的 含义 都 是 
一 样 的 , 即 都 是 “2p->q”( 或 者 说 ~pVY 9), 这 里 2 叫做 条 件 命 
题 p->9 的 前 提 ，9 叫做 条 件 命题 ->4 的 结论 。 前 五 种 叙述 
强调 前 提 ， 从 前 提 2 对 结论 2. 全 人 从 汪汪 Ps 后 五 


+s ee 。 


描述 p24. 四 

定义 2 如 果 由 命题 有 为 真 即 可 得 到 命题 8 为 真 ， 则 称 
尼 藻 函 以 记 成 R=>5. 

定理 1 下 面 四 种 叙述 的 含义 是 相同 的 ; 

(1) B=>8 ( 即 由 五 为 真 可 得 5 为 真 ). 

(2) RA~S=0, 

(3)“B-_>8” 是 恒 真 命题 ( 即 ~RVS=1) (或 写成 RS 
S=1), 

(由 ~RV (RAS)=1. 

【证 】 (DD 与 (2) 含义 一 样 ， (2) 说 明 与 ~5 同时 为 实 
是 不 可 能 的 (BA ~S 恒 假 ), 即 BR 为 真 与 8 为 候 不 可 能 同时 
成 立 ,因此 其 含义 与 (DD 一 样 . 

在 (2) 的 两 边 同时 取 ~ 就 得 (3), 因此 (2) 与 (8) 含义 一 
样 ， 
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另 一 方面 , 由 
1=~RVR=~RYVI[RA(C~SYAS)) 
~RYV (RMS)YV (有 入 一 人， 
车 2) 成 立 , 则 上 面 就 变 成 ( 台 , 所 以 (和 成立， 相反, 车 (4) 成 
立 ， 在 (多 两 边 取 ~ ,得 
0=~[~RYV (RAS)]=RA~ (RAS) 
三 RM\ (~RYV ~S) 
=(RA~R)YV (RA~S=RA~S. 
最 后 一 个 等 式 即 是 (2)， 所 以 (2) 成 立 . 总 起 来 就 说 明了 (2) 与 
(外 的 含义 是 一 样 的 、 了 
人 人 概 人 个 妇 说 站 及 放 与 如 的 荐 谨 
->5 是 由 卫 , 8 组 成 的 一 个 复合 命 囊 , 可 能 为 真 ,也 可 能 为 假 ; 
R35 是 慷 与 S 之 间 的 一 种 关系 ( 绝 不 是 一 个 命题 )， . 
但 是 这 两 个 概念 又 是 有 联系 的 ,定理 1 说 明了 ， 
了 ?3 就 是 说 “命题 卫 -> 8 恒 真 ”- 
注 2 有 一 点 习惯 上 的 混淆 , 需要 特别 指出 , 就 是 一 般 数学 书 上 定 
- 理 的 叙述 常常 是 
“定理 ， 若 有, 则 82， 
这 种 叙述 方式 是 一 般 数学 书 上 习惯 的 简略 形式 , 此 处 “ 若 EE, 则 8” 的 实 
际 合 义 并 非 我 们 这 里 的 “B=>6”, 而 是 “RS 垣 真 ”， 按 我 们 这 里 的 说 
法 ,定理 的 行文 应 是 
“定理 ， 命 题 著 马 则 8 恒 真 ( 恒 成 立 , 即 恒 真 命题 )。” 或 写成 
“定理 : ' 著 马 则 57 框 成 立 ”. 
用 我 们 这 节 的 符号 , 则 应 写成 
“定理 R=357, 
因此 可 知 ,在 一 般 数学 书 上 习惯 的 写法 中 , 赂 去 了 “ 恒 成 立 ”三 个 字 , 与 本 
章 中 逻辑 学 上 的 写法 是 颠倒 的 . 
同样 , 数学 书 上 定理 中 习惯 写 的 “ 玉 是 8 的 充分 条 件 ”，“8 是 吾 的 
-~ 和 2 — 


必要 条 着 ”也 不是 指 本 章 所 定义 的 命题 “如 >&， 它们 的 实际 含义 应 为 ， 
“于是 全 的 充分 条 件 恒 真 "、 “3 是 五 的 必要 条 件 便 真 ， 也 就 是 R=358. 
总 起 来 可 概括 为 下 述 的 表格 : 


术 语 数学 书 上 定理 中 的 含义 逻辑 书 中 的 含义 
4D “ 著 妃 则 友 ”关系 “B=>5” 命题 “B>8” 
(8) “再 是 8 的 充分 条 件 >| 《 即 命题 如 38 但 真 ") 


一 一 一 -一 
(3) “5S 是 五 的 必要 条 件 ” 


注 3 外 国有 个 别 通 俗 的 书 关于 逻辑 部 分 的 章节 中 , 有 时 把 命题 

RS 及 关系 BBS 用 同一 个 记号 表示 。 这 样 对 这 同一 个 记号 必须 看 

清 它 在 -下 文中 的 地 位 才能 弄 清 它 在 行文 中 的 真实 含义 而 不 致 混淆 。 
这 一 点 请 读者 在 看 参考 书 时 要 注意 


定义 3 复合 命题 (BR->S) 和 (S>B) 称 为 到 条 人 全 题 ， 

记 成 ResS., 
下列 各 种 叙述 的 具体 含义 均 为 R38， 

(1) 五 是 人 的 充 要 条 件 . 

(2) 5S 是 及 的 充 要 条 件 。 

(3) 及 当 且 仅 当 8. 

(4) S 当 且 仪 当 RR. 

(5) 五 需 且 只 需 5. 

(6) S 需 且 只 需 RR. 

定理 2 下 面 五 种 叙述 的 含义 是 相同 的 ; 

(1) Rs=S ( 即 于 与 8 有 相同 的 走 假 才 ). 

(2) R=>5, 而 且 S=>R. (互相 将 涵 )7 

(3) 命题 Re>S 是 恒 真 命题 (‘ResS” 二 1D). 

(4) (RA~S)Y (~RAS)=0.CR, Si 不 可 能 一 真一 
假 ) . ， 
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(5) (RAS)V (~RA~5)=1 (R, 5 只 可 能 两 真 或 两 
假 )， 
【证 】 (2) 说 明 及 为 真 时 5S 也 为 真 ,而 且 反 过 来 还 有 ; S 
为 真 时 及 也 为 真 ， 因 此 (2) 的 含义 等 价 于 B 与 5 有 相同 的 
真 假 表 。 从 而 (2) 与 刷 的 含义 等 价 ， 
(3) 等 价 于 - 
(R-—>S) 人 (S—»R)=1, 
由 习题 2.2 第 9 题 可 知 . 上 式 等 价 于 
R->S=1 及 SR=1, 
由 定理 芋 知 ,上 两 式 等 价 于 . 
。 R=3S 及 5S=>R, 
所 以 (3) 与 (3) 的 含义 是 等 价 的 ， 
(4) 式 两 边 用 尽 A~& 去 Y 后 ,得 到 
(及 人 ~S) Y (~RAS)=RA~S, 
但 是 由 (全 式 知 左边 的 式 子 为 因此 
RA~S=0. 
类 似 地 可 证 ~RAS=0., 
由 定理 1 就 得 到 B=>5, 5 地 BR， 所 以 由 (4) 可 得 (2)， 反之， 
潜 (2) 成 立 , 由 定理 1 可 得 RR 人 ~S==0,，~ RAS=0, 因而 (4) 
也 成 立 ， 这 就 是 说 , (名 与 (2) 是 等 价 的 . 
最 后 , 如果 (5) 成 立 , 则 
[(RASYYV (~BA~OIALBRA~S)Y (~BRAS)] 
二 1 人 [(RA~S)Y (~RAD)] 
=(RA~S)V (~BRAS)., 
但 是 经 过 直接 展开 验算 后 ,得 
[CRAS)Y (~RBA~S)IALCBRA~S)Y (~RAS)] 
=0., 
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因此 (RA~DYV (~RAS)=0. 
此 邯 ( 纹 成 立 ， 反 之 , 若 ( 约 成 立 , 那 来 
TRY 一 助人 (3V ~ 全 
=[(RAS)V (~BRA~A)] 
VI(RA~S) VY (~RAS)] 
=(RAS)V (一 有 入 ~ 已， 
所以 (本 也 成 立 ， 
这 就 是 说 (5) 与 (多 是 等 价 的 , 
.” 注 4 对 于 充分 必要 条 件 的 用 法 , 也 辣 样 存在 着 数学 书 的 定理 饥 
述 中 的 习惯 用 法 与 逻辑 学 中 月 法 的 含义 的 差别 ,这 就 是 


术 语 数学 书 上 定理 中 的 含义 ”| 逻辑 书 中 的 含义 


五 是 8 的 充 要 条 件 | 关系 R=8 命题 Beg 
妈 “Re>g8 恒 真 ” 本 
(是 “如是 8 的 充 要 条 件 ? 避 真 
的 简略 形式 ) 
为 了 熟悉 条 件 命题 与 双 条 件 命题 , 我 们 再 举 一 个 例子 . 
[ 例 2】 设 2 表示 “理论 正确 "，g 表示 “实验 成 功 ”, 7 家 
示 “ 工 程 进展 快 ” 那 末 
“过 理 论 正确 ,实验 成 功 , 则 工程 进展 快 ”为 命题 
(AD. 
(2)“ 闭 工程 进展 快 ， 则 理论 必 正 确 ， 实 验 必 成 功 ” 为 命 
题 7-> tp 入 9)， 
(3)“ 工 程 进展 当 且 仅 当 理 论 正 确 且 实 验 成 功 时 才 快 ”为 
命题 re>(PD 人 92) . 
(和 “车 实 验 成 功 , 但 理论 不 正确 , 则 工程 进展 不 快 ”为 命 
古 (~pAQ)-> (~7). 
(6) “工程 进展 快 就 必然 在 实验 成 功 时 能 推出 理论 正确 ” 
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为 命题 一 (9->p). 

(6) (p 人 7?) 一 g 表示 '“ 落 理 论 正确 且 工 程 进展 快 ， 则 必然 : 
实验 是 成 功 的 ”. | 

《7) ~ 一 (DY ~ 表示 < 车 工程 进展 不 \ 快 , 那 玉楼 么 
是 理论 不 正确 , 要 么 是 实验 未 成 功 ” 

(8) (pVqg)->r 表示 “省 理论 正确 实验 成 功 ， 则 工程 进 
展 就 快 ”. 

(9) (p>9) 一 7 表示 “只 当 在 工程 进展 快 的 时 候 , 才 可 能 
由 理论 正确 必然 导致 实验 成 功 ” (或 “如 果 理 论 正确 导致 实验 
成 功 , 那 就 必然 推出 工程 进展 快 ”). . 
” (10) re(pexq) 表示 “ 当 且 仪 当 由 理论 正确 必然 导致 实 
验 成 功 , 且 由 实验 成 功 必然 推出 理论 正确 时 ,工程 进展 就 快 ”. 

注 5 注意 p>4g 与 9>p 是 不 一 样 的 ; 但 是 pe39 与 gc 是 一 样 
的 . 

条 件 命题 有 各 种 变形 , 列表 如 下 : 


条 件 北 宣 附 ， 条 件 命题 的 否 命 题 
条 件 否 命题 请 是 条 伯 命 二 jy 
~I>~p | ~p—>~g Gg) 


为 了 分 析 这 些 命题 间 的 逻辑 等 价 性 , 我 们 看 看 它们 的 真 假 表 .， 利用 
(3.2) 得 


~ ~g>~p I~p>~ 
4 | 条 多 |( 荣 作 地 (条 件 首 否 )|( 条 件 否 ) 


( 记 住 只 有 4=1,2=0 时 , 才 有 (一世 一 0.) 由 (3.3) 这 个 表 可 以 
着 出 ; | 
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p>4 与 它 的 条 件 道 否 命题 ~qg> ~p 有 相同 的 真 假 表 , 即 有 
CVIITD (p>9) 二 (~9 了 一 p)” 《 遂 否 律 )， (3.4) 
生理 , 条件 逆 命题 与 条 件 否 命题 也 有 
(g>P)=(~p> ~q). 
此 外 , 由 于 a>b 的 真 假 表 当 且 仅 当 a=1、a=0 时 才 有 假 值 0. 记 
住 这 个 性 质 后 , 在 求 一 些 带 有 条 件 命题 的 复合 命题 的 真 假 表 时 , 运算 就 
常常 变 得 比较 简捷 了 . 


| > gq | p->g | 9->p pog= (p>g) A (q>p) | 
1 1 1 


0 | (3.5) 


| 


© or 
广 口 FF 


{ 例 钟 求 V9 一 7 的 真 假 表 : 


» gq 人 pVa | (pVa)-7 
1 1 1 1 1 
1 1 0 1 0 
1 | 0 工 1 1 
1 1 0 0 1 0 
0 | 1 1 1 1 
0 1 0 1 0 
0 0 1 0 1 
0 0 0 0 1 


需要 注意 的 是 , 由 中 的 命题 p、9、? 取 值 的 排 法 规则 , 当 
命题 有 ww、4、7?、S 四 个 时 ,应 有 
p: 八 个 1 八 个 0; 
g: 四 个 1 四 个 0、 四 个 工 四 个 0; 
%) 道 否 律 的 成 立 是 需要 加 一 个 条 件 的 , 即 2 4 不 能 都 是 0， 否 则 不 对 ， 
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7， 两 个 1 两 个 0、…， ” 
S, 1, 0, 1, 0. 
一 般 有 % 个 命题 5S1,…, Ss 时, 排 法 为 


Bi 2 个 1 2 个 0 


Ss 29" 个 1 2 个 0 2 个 24 个 人 0 


8 2 个 二 2 个 0 00 


Sy: 2m 个 1, 2** 个 0, 。。。 


Ss: 1, 0, 1, 0,..., 


2; 2 2 用 


证 明 一 个 逻辑 等 价 关 系 (逻辑 恒等式 )， 可 以 有 不 同 的 方 


法 .例如 
【 例 申 证 明 . 
(IX)  {[(p DA) (p37)}=l. 
这 关系 也 可 写成 
(IX) (p>9) 信 (g> 站 礼 (p>7) (传递 律 )， 
【证 】 方法 1， 用 逻辑 运算 的 规律 计算 左 方 ; 
[p>9) Ng >7) > (p>7) 
—~[(~PVYDACNIVYY (~pVr) 
=[~ (~pVIDV ~ (~IV NY ~pYr 
= (PA~DV (IA~T) VY ~pVr 
=[WA~DV ~p] VILA~r) V7] 
=[~gV~plY [eVr] 
=(~gVODV ~pVYr-—1. 
.方法 3， 用 计算 真 假 表 证 明 ， 


w 让 各 一 


(3.6) 


-Ax Be = i 


{1) (3) (2) (© WP 


» | 4 ” [人 -> A G>7)1-> -> 人 
1 | 1 工 1 1 1 1 1 

3 | 1 . 0 1 0 0 1 

1 0 1 0 0 1 1 1 
1 | 0. | 0 00 1 10 
9 | 1 1 1 1 1 1 
0 : 1 0 100 1 1 
0 | 0 1 1 1 1 11 
0 | 0 0 1 1 1 1 1 


” 表 上 方 的 数字 表示 先后 算 的 次 序 ， 由 (5) 的 一 列 可 知 [(p>q) A (q->7)] 
一 (2->9 为 恒 真 命题 。 


人 例 6】 菜 项 任务 需要 在 4、B、C、D.、 妃 五 个 人 中 派 一 
些 人 去 完成 ， 但 派 人 时 要 求 受 下 列 条 件 的 约束 

(1 车 4 去 , 则 了 必 去 . 

《2) 忆 五 两 人 中 必 有 人 去 . 

(3) 23、C 两 人 中 有 人 去 ,但 只 能 去 一 人 。 

(4) 0C、DD 两 人 要 么 都 去 , 要么 都 不 去 

(5) 若 刀 去 , 则 4、B 都 去 ， 
问 应 如 何 派 人 ? | 

解 ， 此 题 是 1979 年 黑龙 江 省 中 学 数学 竞 峙 的 试题 、 通 
过 一 般 并 不 复杂 的 逻辑 说 理 , 就 能 得 到 本 题 的 结论 ， 但 是 在 
这 里 不 用 说 理 的 方法 , 而 是 用 本 章 的 命题 逻辑 (符号 逻辑 ) 的 
方法 , 即 先 把 题目 要 求 写成 一 个 复合 命题 ,然后 简化 它 。 这 各 
方法 表面 上 看 计算 稍 多 ， 但 是 思路 比 说 理 更 简单 清楚 ， 它 适 
合 于 实现 用 机 器 作证 明 . - 

设 出 现在 (1) 至 (5) 中 的 命题 分 别 记 为 S1, …, Ss。 (1) 
至 (5) 均 满足 ， 就 相当 于 命题 SL 人 S83 作 Ss 人 Ss 八 S;。 再 令 
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命题 4 表示 “ 派 4 去 . 
命题 上 表示 “ 派 卫 去 "。 
命题 o 表示 “ 派 0 去 ”. 
命题 4 表示 “ 派 卫 去 
命题 。 表 示 “ 派 卫 去 
那 末 
Si1=a—>0b=~ayV db, 
Ss 三 WY 6. 
Ss= (GA~OV (~bANo), 
Ss= CADY (~eA~D)., 
Ss=0>(e\B)=~eV (CA 下， 
于 是 
Ri 人 Sa 入 Sa 入 9 NSs 
三 (Ss A\ Ss) 入 (Si 和 AS5) 人 SS, 
二 ([(VA~oV (~3AO)IALCADY (~eA~D)) 
MN\([~aVbI AL~eV (oAD)]) A AVe) 

三 (DA~ecA~DV (~LAcAD) 

A((~eA~e)V GA~OVY (和 人) A aVe) 
=((GA~eA~DY (~LAcAD)) 

A[(~aAdN~e)V GAdN ~e) 

V (aN\BAD VY (oA\bAe)] 

二 [a ALA~ecA~dANelV [~eA~bAocAdAN~e). 
最 后 一 个 恒等式 右边 的 结果 说 明 . 只 有 两 种 分 派 方 式 : 第 一 种 
分 派 办 法 是 4、B、 如 去 , 而 CO、DD 不 去 ; 第 二 种 分 派 办 法 是 
4、B、 加 不 去 ,而 CO、D 去 . 
归纳 本 节 要 点 及 需要 注意 的 事项 

证 明 两 个 命题 8 与 请 逻辑 等 价 的 主要 办 法 有 ，( 了 DD) 证 其 
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有 相同 的 真 假 表 ; (2) 直接 证 明 S 坟 BR 及 R=>S，(3) 利用 已 
知 的 逻辑 等 价 关 系 (如 (2.8)，(2.9)，(p->q) 二 ~pVYg 等 ) 及 
定理 (如 定理 1, 定理 2 等 ); (4) 证 明 有 相同 的 标准 形 . 

关于 条 件 命题 ,要 注意 它 有 不 同 的 叙述 方式 , 另外 要 熟 记 
它 的 真 假 表 , 这 可 以 变 成 口诀: “p>9 当 且 仅 当 在 1、0 时 得 0 
(这 里 1、 0 表示 p=1 9 一 0)”。 因 此, 车 (p>9) =0, 则 p= 
1、g 一 0; 又 车 4 一 0、(p>9) 一世 那 末 必 有 2 一 0. 

命题 >5 与 关系 RS 绝对 不 能 混淆 “车 已 则 5” 
在 逻辑 学 中 代 卖 命题 ( 记 成 BR->8， 就 是 ~RV 5), 而 在 数学 
定理 的 行文 中 是 “车 有 ， 则 8 是 恒 真 命题 ”的 缩写 , 它 代表 
关系 B=>8( 即 (BR->5S) =1)、 同样 ,，“ 五 是 5 的 充 要 条 件 ” 在 
逻辑 学 中 代表 命题 ( 记 成 BeyS= (BR->S) 人 (S->R)), 而 在 数 . 
学 定理 的 行文 中 则 是 “是 S 的 充 要 条 件 ’ 是 恒 真 命题 "的 缩 
和 写 , 代 表 逻 辑 等 价 关系 R=8 ( 即 (BOS8) 二 DD， 

逻辑 关系 的 运算 次 序 为 

先 人 , 次 一 与 后 人 与 V， 

化 成 第 一 (第 二 ) 标 准 形 的 方法 是 ; 先 用 ~ 了 BRVAS 代替 BB->5, 
再 用 (2.8) 及 (2.9). 


习 题 2.8 


1. (1) 只 有 在 温暖 的 时 候 才 可 能 出 了 太阳 ; 
《3) 人 为 了 生活 , 必须 呼吸 ; 
(3) 睡觉 前 喝 浓 茶 , 会 使 人 睡 不 着 ， 
请 用 “ 若 …, 则 …” 的 语言 ，“ 必 要 条 件 ” 的 语言 ;“ 充 分 条 件 ” 的 语言 
分 别 改 写 这 些 句子 , 并 写 出 这 些 命题 的 条 件 逆 命 题 ; 条 件 否 命 题 ; 
条 件 逆 否 命 题 和 否 命 题 . 

2. 若 p 表 示 “理论 正 确 ”, g 表示 “实验 成 功 ”* 表示 “工程 进度 快 ” 
试用 符号 写 出 下 列 句子 ; 
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《了 “在 理论 正确 且 实验 成 功 的 条 件 下 ,工程 进度 不 快 ”， 这 不 是 


事实 ; 
(2) 理论 正确 或 实验 成 功 ,但 工程 进度 缓慢 ; 
(3) 工程 进度 级 慢 当 且 只 当 理 论 不 正确 或 实验 不 成 功 时 ， 


3， 判断 命 


5 题 的 真 假 : 


(DD) 车 4n B= 多 则 4= 多 

(2) 若 4=4, 则 UV= 多 

(3) 若 定理 成 立 , 则 北 定 理 成 立 ; 

(4) 车 1 是 平面 上 4、B 两 点 间 比 直线 更 组 的 线 , 则 4、B 间 存 在 


唯一 的 一 条 直线 ， 
4， 写 出 下 列 命题 的 真 假 表 
(〈z>g) 人 (~g> 一 D); (2) PFDO~PA~D; 
(3) (p> ~q) Ar; (9 (p39) A lg 7); 


(5) (PO) A (gor). 
5. 车 p>9、4?、p 均 为 真 , 问 + 是 否 为 真 ? 
6, 若 ~p>~q、p->?、~? 均 为 真 , 问 g 是 否 为 真 ? 
《注意 ”请 不 要 混淆 R>5 与 R=35 的 区 别 ). 
7， 指 出 哪些 是 恒 真 命题 ,并 说 明理 由 : 


(1) (DE~g ~D); (9) ~pYDOCSpA~D; 
(3) p> (DYV4); (4) (pAg)—*p; 

(5) (p79 (0D); (6) (~pY ~9) A ~p, 

(7) [pA(p>9)] >9; (8) [~pA(pY OI>g; 

C9) [CpAD>rIoLp > (07)]; 

(10) [(p>9) Ag 一 0 (1) 0 一 2 人 一 0 


(12) ~g3 ~ (4 A?). 
8. 说 明 (wp 一 9) 7? 才 pp 一 (9 习 ?7)。 
9. 试 证 明 下 列 三 个 命题 是 彼此 逻辑 等 价 的 : 


p> {PA~D>~p; (PA~D>q. 


10. 下 列 各 对 命 全 中 的 第 个 是 不 是 第 一 个 汉人 全? 说 时 


由 : 


(1) peg; (p>4) AC~p> ~O; 
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(2 一 9 信人 了 一 人 

(3) 一 (2 一 一 09) 力 人 9; 

(4) ~p—>(gA~g); %; 

5) 《Ag 一 p>(4 7); 

(6) (p>7)A(g37); ‘(PV DY 
《7) ~(p4); pO~Y., 

了 LI. 下 列 各 对 命题 是 否 互 为 否 命 题 ? 为 什么 9 
GD ~pA~g pA 
(2) ~p>~g ~PAG 
(3) p39; . ~p> ~Y, 

OD 07; 
(2) p> (9A7) 5). 

13， 化 成 第 二 标准 形 : 

《1) ~ (p>9); 

(2) ~ (p> VCDY 9. 

14， 写 出 下 列 各 命题 的 否 命 题 : 

(1) 对 一 切实 数 %, 存在 一 个 实 函 数 f 使 je) > 人 
(2) 有 某 个 正 整数 %, 使 5< Go); 

135， 在 你 所 学 过 的 数学 定理 中 , 试 举 出 满足 下 列 条 件 的 一 个 例 予 ， 
《了 I) 充 要 条 件 恒 成 立 ;. . | 
(23) 必要 条 件 恒 成 立 ,但 充分 条 件 则 不 然 
(3) 充分 条 件 恒 成 立 ,但 必要 条 件 则 不 然 . 

16,， p=30, 问世 是 什么 样 的 命题 ? 


第 四 节 站 理 形式 和 正确 的 推理 


淄 辑 学 的 任务 之 一 就 是 研究 .总 结 人 类 的 正确 思维 规律 
这 些 规 律 可 以 用 来 指导 正确 的 思维 ， 更 可 以 用 来 发 挥 计 算 机 
的 性 能 
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推理 的 一 般 形式 为 : 由 一 些 前 提 推 出 一 个 结论 . 前 提 是 
一 些 命题 5,,，…，S,, 结论 是 一 个 命题 E. 

如 果 SLN\*… 人 SB, 

也 即 [(S: 入 … 人 和 Su 一刀] = 二 
那 末 当 S51, …，5， 均 为 真 时 , 也 必 为 真 。 所 以 由 前 提 Sa 
"5, 推导 出 结论 马 是 一 个 正确 的 推理 . 
反之 ,如果 
[(S: 入 … 入 Sw) >R] 帮 1 (SLA “ASATBR, 
亚 未 当 8 …， 8 均 为 真 时 , 忆 未 必 为 真 ， 这 时 由 ha 

,S, 未 必 可 能 得 到 结论 及 也 可 以 说 , 由 前 提 辟 。…， 5 
导 政 结论 的 推理 是 诬 误 的 . 

因此 , 作 一 个 正确 的 推理 ( 即 证 明 一 个 推理 的 正确 性 ), 也 
就 是 要 证 明 一 个 命题 等 式 

[(8S: 入 … 和 8Sw 一 如 三 1 
证 明 这 个 等 式 可 以 有 四 种 方法 ， 

方法 1 证 明 . 
人 (Sr 信人 … 人 和 人。) VR=1 
(运用 ~， 人 ,VY 所 满足 的 规律 ). 

方法 2 计算 Si 入 … 人 人 S。、R 的 真 假 表 , 证 明 

Si 人 *… 人 SA. 

这 两 种 方法 我 们 已 经 多 次 遇 到 过 ， 在 此 先 要 着 性 介绍 的 
是 : 总结 人 类 一 些 基本 推理 规律 , 并 把 它们 作为 基础 再 进行 推 
理 的 第 三 种 方法 , 然后 再 介绍 反 证 法 (第 四 种 方法 ). 

方法 3 由 基本 的 推理 规律 来 进行 推理 。， 先 把 -- 些 基本 


we 


的 推理 规律 列 在 下 面 : 
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(11) 
(Ls) 
(Ls) 
(Ls) 


(Ls) 
(Ls) 


(1) 


(Ls) 
(Ls) 


PA (p>9) 0. 
~ 和 (p90 I~p, 
(p>9 人 (9 一 >7) 一 D 一 > 个。 
(DY9) 人 ~2->9 
“或 (V9 人 ~gp. 
p>(I 人 人 ~~y. 
(p>9) 人 (7—>9) = (pV 7) 9, 
(PDYV (一 9) 王 (2 信人 仆 一 9 
1 =p>(7—79), 
(p>9) A\ (p>7) =p—>(9 A7), 
(DV (pH7)=p > (V7), 
更 一 般 地 有 
(p>0) 人 (Do 一 9a) 
一 (o 人 23) 一 (9 人 9a)， 
(pi1—>91) V (pa—>93) 
pApe) > (qrV 0a) 。 
p79 三 ~4>~p， ( 逆 否 律 ) 
p>9 坟 PVYT—>9V7 及 pr->9 入 ?7. 


(4.1) 


以 上 的 规律 以 及 “p>g” 的 定义 和 本 章 第 二 节 中 讲 的 “~、 
人 、V” 运 算 满足 的 规律 2.8)、(2.9) 中 的 (D ~ (VID 就 是 
我 们 作 推理 的 出 发 点 . 
以 上 公式 (Za) ~ (Ls) 中 ，(Za) 就 是 传递 律 (3.6),， (Ts) 
就 是 逆 否 律 3. 多， 均 已 证 明 过 ， 其 它 的 公式 证 明 如 下 ; 


(1) 


: [pM\ (p>9)]—9 
三 ~ [pA(~pY DIVg 
~[pAqgYVg=[L~pV ~ Vg 
二 ~pV 1=1. 


一 75 一 


(Da): [9 和 人 (r>0)] 一 人 2 
=~[~gA (~pYDIV 一 2 
=~{(~¢gA~ND) Ap}= ~0=1. 
(Ls) 如 果 (pVY9) 入 ~p 为 真 , 那 末 pVY 9 为 真 , 且 ~p 为 
真 , 即 pV g 为 真 且 2 不 真 , 因此 必须 有 9 为 真 、 此 即 
(pV q) A ~p9, 
(Ls) 如 果 2 为 真 , 由 &A~&=0 恒 假 可 知 ; o>(9 人 ~ 92) 
不 真 ,所 以 当 已 知 p>(9 人 ~q) 为 真 时 , 必 有 了 不 真 . 
(Le) 对 第 一 式 计算 真 假 表 (第 二 式 类 似 )， 


| 
OPPOoOPopPorprc| 
上 FF > 
OPOoOP2 pp 


由 上 表 可 看 出 (p>9) A (r->q) 与 (pV7)->9 的 真 假 表 一 样 
(也 可 以 证 明 钠 边 经 化 简 后 都 等 价 于 ~pV ~rV 9). 

(Ir) 如 果 2 不 真 , 那 末 (Zr) 式 两 边 都 为 真 ; 如 果 p 为 
真 ; 由 左 式 为 真 可 知 ; p>9,，p->7 均 为 真 ， 因 此 必 有 9 为 真 及 
7 为 真 ,于 是 gr 为 真 ,所 以 右 式 也 为 真 . 反之 , 若 右 式 为 真 ， 
由 力 为 真 必须 Pp 与 9 均 为 真 , 因而 p>9 与 p>7 均 为 真 ， 这 
说 明 左 式 也 为 真 ， 总 上 记述 ,左右 两 式 的 真 假 情 况 是 一 样 的 ， 
故 (I7) 中 第 一 式 成 立 ， 第 二 式 是 类 似 的 。 (1s) 留 给 读者 证 
明 ， 以 上 我 们 证 明了 (I) ~ (Zo)， 至 于 用 什么 样 的 证 法 ,是 
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Wh he 


可 以 灵活 掌握 的 ， 鲁 如 也 可 用 (Za) 与 (La) 来 证 明 (Za) 如 
下 ; 
~g\(p>D=~IA(~g ~p) + (La) 
‘~p. (1) 
规律 (Za ~ 《Ls) 可 以 写成 简单 的 正确 的 推理 形式 : 
前 所 结 论 


(CD | om pg | 9 (直接 用 条 件 ) 
(I2) | ~qg, p39 | ~p ( 反 用 条 件 ) (4.2) | 
(Za) | p>49，4 37 | 2D->7 (〈 称 为 "三 段 论 人 

CD) | DZV9， ~ 人? 4 《排斥 另 一 个 ) 

(5) | p>0 ~p 《导致 蔬 盾 ) 


[例如 ”以 下 推理 是 正确 的 ， 


7 四 如果 我 努力 学 习 , 我 每 天 学 数学 一 小 时 . 
AN 四 我 努力 学 习 (命题 p)， 


前 提 
A)® 
结论 ， 我 每 天 学 数学 一 小 时 (命题 9). 
因为 它 是 (Za) 形式 的 推理 ; 第 一 个 前 提 @ 为 命题 p->d， 
但 是 以 下 的 推理 是 诀 误 的 ， 
前 提 C@ 如 果 我 身体 好 ， 我 每 天 努力 工作 (p>9q)， 
加 我 每 天 努力 工作 (命题 9)， 
人 ) 四 
结论 ， 我 身体 好 (命题 pp). 
这 是 因为 [(p->q) 人 9]->w 不 是 恒 真 命题 ,这 只 需 写 出 它 的 真 
假 表 就 可 看 到 这 一 点 ; 


记号 A) 表示 前 提 的 这 得 运算 人 。 
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| p>¢ (pg) Ada | [(p>9) 人 g] 一 2 


g 

1 1 | 
0 0 0 | 
1 1 1 
1 :1 | 

在 这 个 真 假 表 中 从 第 三 行 看 出 ,虽然 p>9 与 9 均 为 真 ， 但 少 
仍 可 以 不 真 。 事实 上 , “如果 我 身体 好 , 我 每 天 努力 工作 "这 名 
话 并 未 排斥 “我 身体 不 好 也 努力 工作 ”， 因 此 从 “我 努力 工作 ” 


并 不 能 导致 “我 身体 一 定好 ”的 结论 . 
有 一 些 常见 的 廖 误 , 例如 


Por 


(ED p>g (Bs) p>9 
信人)9 . 和) p>7 
， 区 ,G>T7 
(Es) pVg (Bs) p>g 
A)p _A) ~p (4.8) 
.~g .. ~g 
(Bs:) p>” 
入) g—>7 
“. p>g 


需要 注意 的 是 ， 请 读者 思考 一 下 ; 它们 为 什么 是 廖 误 的 (读者 
可 以 同时 列 出 前 提 和 结论 的 真 假 表 ， 并 指出 在 两 个 前 提 均 取 
1 时 ,结论 还 可 能 取 0 值 )? 

【 例 2】 问 下 述 推理 是 否 正确 ? 

前 提 : p>9， ~ (GV "7)、 结 论 : ~p， 


解 . p>9 三 p>g 
入 ) ~(gV7)=s~IAN~r SD NA)~g 
~ 
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由 (Za) 可 知 推理 是 正确 的 . 
【 例 3】 证 明 
(VSs) 人 (9 一作 一 DY8， 

【证 】 >2 三 ~p>~r (由 (4.1), (Ls)) 

MA)rVs = 人 ) 一 Yos 

”~p>s 三 pYs (由 (4.2)，(La))。 

【例句 ” 间 下 述 推理 是 否 正确 ? 
前 提 : ~p>34, 入 7V ~s, 9- 一 >3S，7. 


结论 ，%， 《重新 排 ) 
解 : . 
~p3¢ 三 92 (Je) 了 
~rV~s = rr ~s 即 r—>~8 
0 一 >5 三 ~s—>~g (Lsg) 一 9> 作 9 
信人) 了 人 人) 了 人 ) ~ 


.，p 《推理 正确 )。 


*【 例 5]( 雷 维 斯 卡 洛 尔 的 例子 ) 车 
《1) 房 中 所 有 注 明 日 期 的 信和 都 是 用 蓝 纸 写 的 ; 
《2) 小 王 写 的 信 都 是 用 “亲爱 的 同志 ”起 始 的 ; 
《3) 除 小 张 以 外 没有 人 再 用 黑 黑 水 写 信 ; 
(4) 我 可 以 看 的 信和 都 未 收藏 起 来 ; 
(5) 只 有 一 页 信纸 的 信 中 无 一 是 未 注 明 日 期 的 
(6) 未 做 记号 的 信和 都 是 用 黑 黑 水 写 的 ; 
《7) 用 蓝 纸 写 的 信 都 收藏 起 来 了 ; 
《8) 一 页 以 上 信纸 的 信 中 无 一 是 做 记号 的 ; 
(9) 以 “亲爱 的 同志 ”开始 的 信 没 有 一 封 是 小 张 写 的 ， 
求证 ， 我 不 可 以 看 小 王 写 的 信 . 
【证 】 今 
| .2 表示 “信和 是 注 明 日 期 的 ” 
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4 表示 “信息 写 在 蓝 纸 上 的 ” 
表示 “ 信 征用 黑 黑 水 写 的 ” 

表示 “信息 小 张 写 的 ” 

4 表示 “ 信 收 藏 起 来 也 

w 表示 “我 可 以 看 这 封 信 ”; 

表示 “只 有 一 页 纸 的 信 ”” 

ww 表示 “做 记号 的 信 ” 

= 表示 “小 王 写 的 信 ”; 

9 表示 “以 亲爱 的 同志 ' 起 始 的 信 ”. 


那 未 《1) ~ (9) 变 成 ， (重新 排 ) 
GD p>g (2) 2->% 
(2) rw->y (9) y—> ~s 
(38) ~s-> ~7 (3) ~s=>~r 
(4) uw> ~t 三 t-> 一 如 (6) 一 7 一 人 纪 
(5) v—>p (8) ?一 > 人 
《6) ~w>r 兰 。 八 9-> 外 (5) vp 
(7) gq->t (1D) p>4 
(8) ~ 一 ~ 人 三 UW>V 《7) qt 
(9) y—> ~s (4) t-> 人 外 


“ww-> ~ 如 《多 次 用 (3)》 


结论 ，z> ~w《 即 我 不 可 以 看 小 王 写 的 信 ) 证 毕 , 了 

方法 4( 反 证 法 ) 由 第 三 节 定 理工 可 以 知道 

23: 人 油 堵 人 .=> 等 价 于 “Si 人 四 人 9 和 人 ~R=0”, 
而 后 一 个 恒等式 又 等 价 于 


Si 人 :A 人 Ss 人 ~ B=>0. 


一 般 说 米 ， 证 明 这 最 后 一 个 等 式 也 可 以 用 不 同 的 方法 ， 事 实 
上 ， 直 接 计 算 51 信 … 人 Ss, 人心 的 方法 就 是 方法 1; 计算 
1 人 … 人 Ss 人 ~ 忆 真 假 表 的 方法 实质 上 就 是 方法 3， 因此 就 
不 必 另 立 条 款 了 , 需要 特别 提出 的 方法 , 就 是 用 方法 3 的 思路 
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来 证 明 
Si 和信 … 人 8 和 下 0. 
这 就是 反 证 法 , 

【 例 6】 求证 

[Epo 一 (一 >3)] 人 (~r—r ~p) Ap=%, 
【证 】 用 反 证 法 ,只 需 证 明 | 
bo 一 03 和信 (~ 人 > 人 0) 人 2 和 人 一 一 0. 

在 下 卖 中 左边 的 一 些 命题 必 萄 涵 (>) 在 右边 的 一 些 命题 : 


(zy) 
2 } is { (Ls) 


p> (7—>8) Is 一 8 
~r>~p 二 p>r 


A~s 人 )~s MN)~s 


也 就 是 说 
[p> 3 AN(~r>~p) ApA~s A ~s=0, 

这 正 是 我 们 所 需要 证 明 的 . 了 1 
归纳 上 述 要 点 

正确 的 推理 就 是 蕴涵 关系 

S1A'"* 人 SR. 

SC 二 7) 电 前 提 ; 五 叫 结论 ， 

推理 正确 性 的 证 明 方 法 有 : 

1 用 逻辑 运算 所 满足 的 规律 计算 - 

~ SiN NAS) VE, 

看 它 是 否 为 工 (或 者 计算 Si 入 … 信 Ss。 入 ~ 有, 看 它 是 否 为 从， 

2” 填写 ~ (S41 入 … 人 Ss) VB 的 真 假 表 (或 Si 入 … 信 5， 
八 ~ 怠 的 真 假 表 ) ,看 它 是 否 恒 真 (或 恒 假 )， 

83” 用 (LW ~ (Lo) 证 明 在 前 提 8，…，S, 下 有 结论 刀 ， 


4。( 反 证 法 ) 用 (Zu ~ 《Ls) 证 明 在 前 提 人 ,，，…，5。， 信 咏 
下 有 结论 0( 池 后”)， 


1。 用 符号 逻辑 证 明 下 述 推理 (可 用 反 证 法 )，- 


(了 pVga 
PO 
~p 


(7) pAg 
~q 


(10) pog 
gr 
~7YVs 
~p>s 


.8 


3 


习 题 2.4 


(2) gap 
rrV~p 


“~r>~g! 


(11) p>4a 


p>~t 


~p 


2.… 说 明 以 下 推理 都 是 不 正确 的 : 


(1) pVvg 
多 


.. 4 
(4) pV ~ 
pVga 


3 


.qvVr 


(2) p24g 
aqVr 
.rr>~p ， 


(5) 人 >~4 


"PAT 


“全 0- 人 7 


(9) 2->9 
~(gVvr) 
.~p " 

(12) (Ww VW A ~p 


， 填 写 正确 而 简单 的 一 个 结论 ， 


() wove (3) p>(sVg) 
人 
9 ， 
(3) or>9 (4) 条 >9 
~r—>~0 pVr 
» ~ 
i 9 
. 若 (MgO A H2)~—> (Mg A HO) 
(CAOs)—>CO, 
C0 A Hy0—> HCOs 


含有 MgO, Hs, 0, GC， 求证 由 此 能 制 得 HxCOa. 
[提示 :用 方法 3.1 

。 求 证 ; 

GD 若 p=39, 则 全 9 全 0; 

(3) pA gp, pIPVG 


(3) 车 ?一 4，7 一 5， 则 py r= 《 3 


(一 (pg 一 D， 人 (ov 的 一 2， 

。 下 面 推理 是 否 正 确 ? 

CQ 如 果 我 恢复 了 健康 ,我 就 能 继续 工作 ， 假 使 我 不 能 继续 工作 , 
我 就 必须 出 外 疗养 或 卧床 在 家 . 但 是 我 没有 出 外 疗养 的 机 会 ， 
并 且 不 愿意 在 家 里 艇 在 床上 、 所 以 我 必须 恢复 健康 . 

(2) 如 果 分 配 小 黄 到 幼儿 园 工作 , 她 就 很 高 兴 ， 但 是 她 在 幼儿 园 
就 会 六 孩子 气 , 一 闹 孩 子 气 , 家 长 就 有 意见 ， 家 长 有 意见 , 她 
就 不 高 兴 。 除了 在 幼儿 园 工作 之 外 , 小 黄 只 能 在 家 。 因此 小 . 
黄 只 能 在 家 ， 

， 下 面 推理 是 否 正 确 ? 

(也 如 果 我 在 图 书馆 , 那 末 图 书馆 必 开 着 ， 不 是 在 下 班 时 间 , 那么 
图 书馆 就 开 着 .现在 是 上 班 时 间 , 因此 ,我 必 在 图 书馆 ， 


(2) 如 果 我 好 好 学 习 ， 我 就 不 会 不 及 格 .。 如果 我 去 年 不 曾 常 玩 牌 ， 
我 就 好 好 学 习 ， 我 没 及 格 , 因此 我 去 年 常 玩 牌 . 
避 , 证 明 若 OA…A 人 DAYy 一 9， 那 末 人 人 … 人 2 一 (人 一 9)。 


第 五 节 ”数学 归纳 法 原理 


本 节 要 把 推理 用 于 阐明 归纳 性 的 论证 方法 一 一 数学 归纳 
先 看 一 个 直观 的 例子 : 如 果 有 一 队 人 排 成 一 个 纵队 (不 管 
人 数 有 多 少 ) 传 一 个 口令 , 每 人 只 传 给 紧 接 于 他 后 面 的 一 个 
人 .怎样 才能 保证 每 人 知道 的 口令 都 是 正确 的 呢 ? 根据 经 验 
可 以 知道 ,为 了 不 传 错 ,必须 且 只 须 做 到 下 面 两 点 : 

(Di) 第 一 个 人 知道 的 口令 不 能 是 错 的 ; 

(Ds) 每 一 步 传令 均 不 传 错 , 接 令 者 不 能 听 错 ， 
如 果 用 命题 m 人 任意 ) 表示 “第 % 个 人 知道 的 口令 是 真 的 ”， 
于 是 可 用 符号 把 上 面 的 两 条 写成 

(Di) pi 为 真 ; (Da) 对 任意 的 已 均 有 pprsl 为 真 ， 
这 两 条 就 能 保证 结论 

“对 一 切 的 % ps 为 真 

把 这 个 例子 抽象 化 ,就 是 数学 归纳 法 . 

数学 归纳 法 原理 I 有 一 个 与 % (no,， ro+1，…) 有 
关 的 命题 pr (2 固定 后 , 它 是 一 个 命题 ) ， 需 要 判断 它们 的 真 
假 . 
如 果 有 : 
(DD mr 为 嘉 ，(D)) 对 任意 的 这 mw 有 PR 为 
真 _ . 
那 末 ， 对 一 切 的 p 为 真 . 


以 上 叙述 也 可 用 符号 简写 为 
Pn, Ve (Cn0) 2 一 rs， SYs (>n0) pn 
时 (其 中 记号 Y 表示“ 对 任 一 个 ”)， 
” 数学 归纳 法 原理 作为 推论 的 正确 性 几乎 是 显然 的 : 

Pw 为 真 [由 《DD], pm 一 pmtz 为 真 [ 由 《D3)], 所 以 ,由 
(ZL) 知 pw。rz 为 真 ; 再 由 Du+i>Dmu+a 为 真 [ 由 (Da)]， 可 知 
Pm+3 为 真 ; 再 由 Prota>Ppm+a 为 真 [由 (Da)], 得 到 pwrts 为 - 
真 …… . 

【 例 14] 求 1+8 二 5 十 7 十 … 十 (2n 一 1)， 
解 ， 记 上 式 的 和 为 5,.。 我 们 先 看 几 个 特例 ,以便 归纳 出 . 
来 一 般 的 公式 ， 
Si=1, 8 一 1 十 8 一 4， Ss=1++3+5=9. 
可 以 看 出 51、Ss、 Ss 分别 是 二、 2、 33， 如 果 用 mn 表示 命题 
《 即 我 们 猜测 的 公式 ) 
S, =n2, 
需要 判断 : 对 任意 的 ”> 二 命题 ps 是 否 都 为 真 ? 

现在 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 对 任意 的 "> 二 命题 p，. 
都 为 真 。 由 归纳 法 原理 : 只 需 证 明 (Du) 、(D。) 成 立 就 够 了 。 
证 明 如 下 ; 

(1) n= (no~=1) 时 , S1=13,， 即 pi 为 真 , 故 (D1) 成 立 ， 

(2) 对 任意 的 上 >>1， 要 证 明 py->pwrz 为 真 . 车 zx 为 真 ， 
那 末 心 一 妇 于 是 

Spr1= Sgt [2 K+1) 1] = +28+1= (K+1)3, 
所以 Sprz 也 为 真 。 因 此 pn->pwra 为 真 ， 所 以 《Ds) 成 立 . 
由 归纳 法 原理 工 可 知 ; 对 一 切 的 nps 为 真 ， 即 
Ss = ?7 


对 一 切 % 者 成立. 


注意 ”数学 归纳 法 原理 I 可 以 用 语言 叙述 成 ， 

设 有 一 个 与 2 (之 no) 有 关 的 命题 p,», 如 果 我 们 已 证 明 
了 ; (DD pw 为 真 ，(2) 对 于 任意 的 pPno “如果 pr 真 , 就 必 
须 有 prii 真 , 那 末 对 于 任意 的 "zxo， 命 题 bp 为 真 (这 里 “如 
果 pr 真 " 叫 做 归纳 法 假定 ) . 

数学 归纳 法 原理 有 很 多 不 同 的 变形 ， 最 常见 的 是 下 述 的 
变形 , 即 把 前 提 (Ds) 改 为 (D3); 

(D2) 对 任意 的 上 (>n0) 命题 (2 人 jos 人 和 人 … 人 人 2) 一 Du 
为 真 . 
这 就 是 ， 

数学 归纳 法 原理 II 对 一 个 与 n (之 mw) 有 关 的 命题 pw 
如 果 有 

(D1) pro 真 ; 

(D2) 对 任意 的 k(>no), 命题 (pro 人 pooti 入 … 入 加 一 
‘r+1) 为 真 ， 
那 末 对 一 切 mw go 为 真 . 

用 符号 可 写成 ; 

2ro， Vx(>70), 
[Pro A prori A NP) prri] = Yn (N10), pr. 
用 语言 言 可 叙述 成 ; 
设 有 一 个 与 %( 之 7w) 有 关 的 命题 pr， 如果 已 证 明了 ; (1) 

Zoo 为 真 ，(2) 对 于 任意 的 (和 >70),，“ 如 果 ps 在 < 时 均 为 
真 ,就 必须 有 pr 为 真 ， 那 末 对 于 任意 的 % (之 no), 命题 ps 为 
真 . 

注意 ”这 里 “如 果 ps 在 mn<%k 时 均 为 真 ” 只 是 一 个 假定 ， 
并 不 是 断言 , 它 叫 做 归纳 法 假定 . 

【 例 2】 有 两 堆 棋子 数目 相等 , 两 个 人 每 人 可 以 在 其 中 


一 推 里 任 取 几 颗 棋 子 , 但 是 不 能 在 两 堆 里 都 取 . 规定 谁 取 完 、 
这 两 堆 , 谁 就 胜利 .求证 后 取 的 人 必 胜 . 

【证 】 设 每 堆 棋 子 有 % 颗 ， 令 

命题 om 表示 “每 堆 有 % 颗 棋子 时 , 后 取 的 人 必 胜 ”". 在 
2 一 工时 ,每 堆 只 有 一 个 棋子 , 所 以 显然 pi 为 真 , 于 是 (2 成 
立 (mo 一 1)， 现 在 我 们 假定 (归纳 法 假定 ) 在 %<%k 时 , pr 都 为 
真 , 就 是 说 : 在 每 堆 的 棋子 少 于 万 颗 时 , 后 取 的 人 必 胜 . 那 末 
我 们 断定 在 每 堆 的 棋子 恰 为 颗 时 , 后 取 的 人 也 必 胜 ( 即 px 
也 为 真 ), 这 是 因为 ; 假若 先 取 的 人 在 某 堆 中 取 了 ! 颗 (和 雪人， 
则 后 取 的 人 可 以 在 另 一 堆 里 也 取 ! 颗 , 剩 下 来 的 两 堆 每 堆 都 
是 5 一 1 颗 , 又 因 上 ~~1<k， 由 归纳 法 假定 px 为 真 ， 即 进行 
下 去 应 是 后 取 的 人 胜利 ， 故 在 每 堆 为 * 颗 时 也 是 后 取 的 人 胜 
利 ， 此 即 px 为 真 ,因此 《pi 人 入 pa 和信 … 和信 py-1) 一 px” 为 真 ,也 就 
是 说 (D) 成 立 , 由 数学 归纳 法 原理 开 立刻 得 到 Y pn 4 真 
故 不 管 每 堆 棋 子 有 多 少 , 后 取 的 人 必 胜 . 

在 这 个 例子 中 , 归纳 法 的 证 明 过 程 还 给 出 了 得 胜 的 办 法 ， 
可 是 我 们 要 问 : 结论 “后 取 的 人 儿 胜 ?是 怎么 知道 的 呢 ? 事先 如 
果 不 知道 这 个 结论 , 那 就 无 法 进行 归纳 证 明 .、 为 了 得 到 一 定 
的 结论 , 就 需要 对 %w 一 no。( 本 例 中 为 1)、 no 十 1 no 十 2 等 开始 
的 几 个 数 进行 考察 ,并 猜测 命题 ps 的 形式 , 只 要 猜 对 了 , 用 数 
学 归纳 法 证 明 并 不 难 . 

但 是 , 下面 的 例子 又 说 明了 , 只 和 赁 前 几 个 到 的 值 来 猜测 命 


题 的 形式 有 时 也 会 导致 不 正确 的 结论 .在 这 种 情况 下 , 数学 


归纳 法 的 推理 是 进行 不 下 去 的 ( 即 条 件 (Ds) 或 (DJ) 不 会 被 
满足 ). 

【 例 3】 试 考察 fa) =?2+n 十 11 是 否 都 是 质数 . 

解 ， 如 果 只 考虑 开始 的 几 个 n, 那 末了 (n) 确 是 质数 , 事 
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实 上 ,有 

f(D=18, f(2)=17, f(3)=23, 

f(4)=81, f(65)= 和 4，f(6)=53, 

f(7) =67, f(8)=88, f(9)—101. 
它们 都 是 质数 , 但 是 “对 任何 % 了 Cn) 是 质数 ”显然 是 不 正确 
的 , 因为 /(10) =121 一 11 就 不 是 质数 ， 这 时 归纳 法 推理 的 - 
条 件 (Ds) 显然 不 满足 , 由 于 此 时 命题 wo->pie 不 真 , 所 以 
(Da) (或 (DS)) 不 成 立 . 

在 数学 归纳 法 的 证 明 中 ， 条件 (Di) 是 基础 , 没有 正确 的 
基础 是 无 法 归纳 的 ， 如 在 传 口令 的 例子 中 , 车 第 一 个 人 知道 
的 口令 是 错 的 ， 再 传 得 清楚 也 不 能 保证 每 个 人 知道 的 口令 是 
正确 的 ，. | 

再 举 一 个 反例 ; 若 ps 表示 “n=n 十 1”， 闭 末 (Da) 是 满足 
的 , 即 命题 or->prid 是 真 的 (车 有 k= 上 十 1， 自然 就 有 上 十 1 一 
十 3, 因此 不 管 ps 是 否 为 真 ,总 有 ps->porz 为 真 ) ,但 是 pw 显 
然 一 个 也 不 真 , 这 里 (Di) 不 满足 , 即 不 存在 一 个 no， 使 ps, 为 
真 , 因此 数学 归纳 法 推理 无 法 进行 。 另 一 方面 , 如 果 (Da) 或 
(Ds) 不 满足 , 那 末 数学 归纳 法 也 是 无 法 进行 的 ， 例 3 就 说 明 
了 单 凭 开始 的 几 个 值 总 结 出 来 的 公式 或 结论 是 不 一 定 可 靠 
的 .一 定 要 满足 (Ds) 或 ( 功 ),， 这 结论 才 是 无 误 的 。 用 开始 
的 几 个 % 值 总 结 出 某 个 结论 的 方法 称 为 不 完 会 归纳 法 ， 在 非 
数学 的 领域 中 用 的 “归纳 法 ”就 是 不 完全 归纳 法 .不 完全 归纳 
法 是 粗糙 的 ,不 一 定 可 擎 ， 需 要 通过 (Da) 或 (D2) 的 检验 来 
完善" 它 才能 保证 归纳 出 来 的 结论 是 正确 的 ， 不 完全 归纳 法 
通过 (Ds) 或 (有功 ) 检验 后 ， 就 是 数学 归纳 法 ， 也 叫做 完全 归 
纺 法 ， 在 数学 领域 中 用 的 “归纳 法 ”术语 乃 是 数学 归纳 法 ， 可 
见 同一 个 “归纳 法 ”术语 在 数学 领域 以 内 与 以 外 的 理解 是 完全 


i 党 


不 同 的 ， 请 大 家 注意 , 在 数学 领域 以 外 的 自然 科学 中 , 对 于 采 


不 完全 归纳 法 总 括 出 来 待 检定 的 结论 一 般 并 不 一 定 要 通过 
(Ds) 或 (D9 的 推理 的 方法 来 完善 它 , 而 是 通过 实践 的 检验 


来 逐步 完善 的 。 由 于 实 跨 是 不 断 发 展 的 , 所 以 “结论 ”的 正确 
性 也 随 著 实践 的 发 展 而 不 断 发 展 . 

在 实际 情况 中 能 不 能 用 数学 归纳 法 ， 关键 在 于 结论 是 否 
知道 ， 不 完全 归纳 法 常常 可 以 用 来 猜测 结论 , 因此 也 是 很 重 
要 的 , 是 数学 推理 的 重要 辅助 手段 ， 我 们 甚至 常常 会 遇 到 这 
祥 的 情况 , 猜测 一 个 结论 比 证 明 它 更 准 。 所 以 猜测 的 手段 和 
证 明 的 方法 都 是 我 们 应 该 重视 的 . 


所 例 入 (差分 方程 的 解 ) 设 有 序列 4,， 我 们 称 6441 一 a 为 该 序 

下 的 一 阶 差分 序列 ,并 记 为 J4,， 形 如 
Qun+Ban 二 7 (a, B, YY 是 常数 ) 
的 等 式 时 做 序列 an 满足 的 一 阶 差分 方程 。 这 个 方程 是 一 个 一 阶 递 推 关 
系 ( 序 别 on 满足 的 一 个 代数 关系 ); 
aansi+ (+B)an =y, 

所 以 有 时 也 就 把 一 阶 递 推 关系 叫做 一 阶 差分 方程 . 

我 们 要 讨论 的 是 : 给 定 了 一 阶 差分 方程 求 满足 它 的 序列 ， 也 就 是 
给 定 了 差分 方程 

axn+ti bin=c (n>2>0), 

求 mm 的 表达 式 , 这 里 a、5、c 是 已 知 常数 , 而 且 不 妨 设 序列 从 第 0 项 wo 
开始 . 
Lo EY zn 的 初始 值 ， 它 可 以 任意 给 定 而 并 不 影响 差分 方程 的 
成 立 与 “ 

匠人 省 数学 妥 久 法 证 明 下 结论 ; 

任 给 一 个 一 阶 差分 方程 ( 即 a、5、e 三 个 数 ) 及 一 个 初始 值 zw， 就 可 
以 唯一 地 确定 zx. 

【证 】 当 2=0 时 , ww 由 假设 给 定 , 因此 xo 完全 确定 了 ， 现 在 假定 
在 h 时 , 必 已 完全 确定 (归纳 法 假设 》 于 是 由 mii 满 足 的 差 : 分 方程 知道 


-~ 89 一 


conti 一 十 (co 一 pz) 


也 就 完全 确定 了 。 由 归纳 法 原理 可 知 对 于 任意 的 4 序列 2 确实 由 zo 
及 由 mn 满足 的 差分 方程 唯一 确定 . 】 
下 面 给 出 mm 的 表达 式 ,分 两 种 情况 ， 
1) a+b=0 
于 是 5 二 一 a, 从 而 由 差分 方程 可 得 
most 一 全 十 oo。 
-把 这 个 式 子 运用 多 次 ,得 
Lori— 2+(S+rems) 
一 一 Go 二 了 全 十 ma。 
这 就 是 说 . 序列 mm 的 表达 式 为 
son + zo。 


2) at+b*0 * 


于 是 由 差分 方程 可 得 
tn 
反复 运用 这 个 式 子 多 次 ,得 到 
tim t= 之 (全 Ds) 
a [ea [#3 a\a a 
-外 -全 人 全- 
-四 -人 -多 | 
-四 


b\n : 
工 一 一 全 n 
肪 太 ev m 
__6 ， ar+(—1)"-ibpr 4+(—D)" Dan 
QH 


-一 ' 
T4465 0。 
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完全 类 似 地 , 应 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 当 a、5、o 随 ** 交 时 的 差分 
方程 ( 称 为 变 系 数 差分 方程 ) 为 
GnTnt Dntn-1 = Cn. 
当初 始 值 ze 给 定 后 就 可 以 唯一 地 确定 序列 wm, 但 是 这 时 候 xz。 的 表达 
武 就 很 复杂 了 。 如果 an 一 aq、 和 一 包 则 差分 方程 叫做 常 系数 盖 分 方程 。 
对 于 常 系数 差分 方程 
Gdn 十 DZ 1 一 Cn 
(其 中 a、5 为 已 知 常数 ; 6 为 已 知 序列 ), 类 似 于 前 面 m 拓 c 的 情况 作 递 
推 , 可 以 解 得 : 


[PR 
Tn 


二 


十 (~D" ro. 
类 似 地 , 二 阶 递 推 方程 
GanTn tt- DnTn-1+ entn-2 = dn 
也 可 以 叫做 二 阶 差分 方程 一 般 地 ,序列 x, 的 差分 是 指 znw1 一 xn, 记 成 
4x 叫做 一 阶 差 分 ， 一 阶 差 分 dx 也 是 一 个 序列 , 它 的 差分 叫 二 阶 准 
分 ， 记 成 4 Zn， 即 
Mrn = Arn 41 — A = (mn.2— Mn+1) 一 《nk 一 on)。 
一 般 的 一 阶 差分 方 程 是 指 
an lispn 3 Ba den_ 1+ Yatn — Cn 
(或 “oradam 上 房 :do 上 zs 一 的 ) 
形式 的 方程 , 利用 差分 的 定义 ,就 可 以 把 它 化 成 递 推 方式 的 方程 ， 
on0n 二 Dotn 1 十 cnon 3 一 Go 
(或 相应 地 Qn+aTXn+2 + bntatntit oniaTn = 人 A), 
反之 ， 一 个 以 上 的 二 阶 递 推 方 程 也 必 能 写成 差分 形式 ， 因 此 就 把 递 扒 
方程 叫做 差分 方程 。 了 
一 个 满足 二 阶 差分 方程 
ann + bnTn-_1 + Ontn-2= dn 
的 序列 z。 叫做 该 方程 的 一 个 解 . 


闻 一 阶 差分 方程 类 似 地 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 给 定 二 阶 差分 方 
程 及 任意 给 定 首先 的 二 项 xo 和 zi 后 ,序列 xz, 就 完全 确定 了 。 " 

有 一 类 方程 
. axza 十 DZ 十 Con_3 一 0 (aq> 0 a、b、6、Q 都 是 常数 )。 
可 以 用 降 阶 法 求解 , 即 化 成 依次 解 两 个 一 阶 差分 方程 的 问题 。 在 这 里 
我 们 只 指出 要 点 , 而 不 具体 去 解 它 ， 引 进 一 个 序列 W， 使 它 满足 

go 一 GZn 十 BCzn-t pyn+qyn-1=d, 

这 里 a、B、p、g 用 待定 系数 法 由 原 方程 确定 (实际 上 还 包含 了 一 个 任意 
参数 )， 然后 去 解 方程 pyn 十 9yn-1 二 得 yn， 再 解 yw 二 axn 十 Bxn-1 得 os 


【 匆 5 试 证 由 3 分 邮票 和 5 分 邮票 就 可 以 得 到 8 分 以 
上 的 任何 邮资 . ， 
【证 】 先 看 8=3+5,，9=8X8. 
因此 , 在 邮资 分 值 为 8 与 9 时 均 能 用 3 分 与 5 分 邮票 得 到 . 现 
对 邮资 分 值 % 宇 9 用 数学 归纳 法 证 明 我 们 的 结论 ， 
， 设 对 某 个 上 ( 宇 9) 时 结论 正确 (归纳 法 假设 )， 为 证 k+l 
:时 结论 也 正确 ， 我 们 分 两 种 情况 ， 
1) 这 尹 分 邮资 中 有 一 张 扎 分 邮票 , 闭 末 用 两 张 3 分 邮票 
换 去 这 张 所 分 邮票 ;就 可 凑 得 有 十 1 分 邮资 的 3 分 及 5 分 邮票 。 
2) 如 时 这 分 邮资 中 一 张 5 分 邮票 都 没有 , 那 末 它 至 少 
有 三 张 8 分 邮票 (.% 之 9), 用 两 张 5 分 邮票 换 去 三 张 3 分 邮 
票 ,就 可 竣 得 £ 十 1 分 邮资 的 邮票 ， 
因此 命题 在 £ 十 1 时 也 为 真 , 由 数学 归纳 法 原理 工 可 知 对 
一 切 % 命 题 正 确 .】 | 
| 数学 归纳 法 可 以 有 许多 变种 : 不 仅 可 以 向 前 沿 % 增 长 的 
方向 作 归 纳 , 还 可 以 向 后 沿 % 减 少 的 方向 作 归 纳 ,举例 如 下 ， 
【 例 6】 求证 若 心 宇 0,…, 避 宇 0, 则 有 
2 元 — > (wn 
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而 且 “=” 当 且 仅 当 入 一 v4 一 … 一 w。 时 成 立 。 : 
(这 是 一 个 著名 的 不 等 式 ， 左 方 时 做 m，…，qm 的 算术 平 - 
均 数 ; 右 方 时 做 91， …， wr 的 几何 平均 教 .) 
【证 】 不 妨 设 所 有 的 如， …, z。 均 为 正 ， 因 为 若 在 它们 
中 有 某 个 为 0 时 ,不等式 是 显然 成 立 的 。 下 面 分 几 步 证 明 ， 
1) 先 证 明 在 2 一 2 时 命题 成 立 , 
对 7m 作 归纳 法 : 若 色 = 二 则 %w=2, 我 们 考虑 
-om i) 
而 且 “=” 成 立 当 且 仅 当 m1 一 wa 时 ， 在 不 等 号 成 立时 , 我 们 . 
就 得 到 


2 
(4) > 


期 > ms. 


所 以 mm 一 1 时 命题 是 成 立 的 ， 
现在 假设 m= 和 肝 命题 成 立 , 即 


十 … 十 w 工 - 
人 区 (viva Vor) Em 1 


而 且 “一 ”成 立 当 且 仅 当 加 二 0s 一 … 一 wor 时 ， 我 们 要 证 明 当 - 
mn 一 上 十 1 时 命题 也 成 立 ， 这 是 因为 
04 十 he Wor +1 ot 
十 十 Dr 2* : 


+ 四 
5 一 


1 1 
Co 
人 2 
TT 
2 V (er ‘Vas) rn EE 


1 
一 (四 ac) FT, 


其 中 第 一 个 “=” 当 且 仅 当 mpze 一 oor…zan 时 成 立 , 第 二 
个 “=” 当 且 仅 当 避 一 … 一 var sr4 一 … 一 zym 时 成 立 , 因此 ， 


1 十 十 Wearn 二 
> (pep) TT, 


-而且 “=” 当 且 仅 当 久 二 gg 一 … 一 worn 时 成 立 . 
由 数学 归纳 法 原理 工 可 知 : 对 一 切 的 %=2” 命题 成 立 . 
2) 现在 证 明 : “如 果 对 任意 的 ”命题 成 立 , 则 对 % 一 1 命 
题 也 成 立 "， 这 是 因为 
他 十 oa 十 “十 On te 
%—1 n 


> [wr ( V1 和 Vi )| ， 


而 且 “=” 当 且 仅 当 ea Trl 时 成 
立 ， 因 此 


纪 [ 十 。… 十 Vw 1 2 二 
(Et) ”> (ere), 
邯 > > Core 


而 且 “=” 成 立 当 且 仅 当 m4 一 … 一 wn-1 时. 

3) 最 后 我 们 用 向 后 的 数学 归纳 法 原理 说 明 命 题 对 一切 
的 ?都 成 立 。 设 % 为 任意 正 整 数 ， 则 必 存 在 一 个 正 整数 ww， 
使 %<2”"， 由 了 知 在 2” 时 命题 成 立 ， 由 2) 利用 归纳 法 原 
理 ( 但 向 % 减 小 的 方向 使 用 归纳 ) 知 对 一 切 满足 上 <2” 的 
命题 都 成 立 . 但 是 %n<2", 所 以 对 % 命 题 也 成 立 . 卫 
归纳 本 节 要 点 

应 用 数学 归纳 法 证 明 命 题 的 一 般 步 又 为 ; 

1” 先 验证 % 取 第 一 个 自然 数 ro 时 命题 成 立 (这 是 递 推 
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的 基础 ); 

2” 再 作出 归纳 法 假定 :“ 设 2= (kt>>zo) 时 命题 成 立 ”, 
然后 利用 这 个 假定 来 证 明 ,“ 当 %w= 上 十 1 时 命题 也 成 立 《 这 是 
递 推 的 根据 ). 

证 实 了 这 两 点 以 后 就 可 以 作出 结论 : “对 于 从 no 开始 的 
所 有 自然 数 思 命题 都 成 立 ”( 此 即 在 1° 的 基础 上 利 用 2 的 
结论 进行 了 递 推 ) . 

-在 反 向 运用 归纳 法 时 ，2° 中 归纳 法 候 定 中 的 £ 之 no 以 及 

后 面 的 £ 十 应 分 别 改 为 k<no 及 一 上 


习 题 2.5 
1. 证 明 丰 35 一 7 十 … 十 (一 Jr-1(20 一 1 一 (一 站 on 
2， 证明 LD n+l). 


3 
3. 证 明 rr 
5. 证 明 当 az 人 0 G> 一 1 n>1 时 ,有 (1 二)"*>1-na. 
6， 证 明 当 %>>4 时 ,有 和 > 3n02- 二 3n 二 二 
7. 证明 对 >0 只 要 %w 充 分 大 就 有 2">?. 
8. 证 明 1.11 十 2.21 十 十 %91 二 (% 填 1)1.( 一 了 D1. 
9. 车 令 、 


2 (0) =f (2) —f (2—1), 
Pf 8) = A fC2) Afr—1), 


eee 


. Pf) = A Ar 1). 
那 末 有 公式 


fv) = CD ht po)). 
加 ， 试 证 : 满足 差分 方程 mm 一 3zn-+ 十 2 (mn 之 2), 且 m1=1 的 序列 必 是 


zn 3"— 3"-1—1. 
了 L(+2 二 192+1 必 能 被 133 所 整除 ; 
(3) 4m+1+3"+2 能 被 13 整除 ; 
(3) 3m+: 一 8n 一 9 能 被 64 整除 
129. 292 一 1 及 人 2 十 都 能 被 3 整除 . 
13. 大 于 工 的 自然 数 要 么 是 质数 ,要 么 是 能 分 解 成 质数 的 乘积 . 
14，A、B 两 点 各 标 以 红 : 蓝 两 色 , 在 4、B 的 联 线 上 放 个 不 同 的 点 ， 
这 些 点 或 为 红色 或 为 蓝 色 , 它们 把 4、B 两 点 间 的 线段 分 成 了 n+1 
个 只 有 端点 可 能 相 重 , 但 是 没有 公共 内 部 点 的 区 间 , 则 这 n+1 个 
区 间 中 , 两 端点 的 颜色 不 同 的 区 间 数 必 是 奇数 
15. 纵横 各 为 2? 格 的 “围棋 祺 盘 ” 中 共有 2 x 2" 个 小 方形 , 去 掉 这 2"x 
2" 个 小 方形 中 的 任意 一 个 后 , 必 能 全 部 前 成 中 的 形状 (三 个 小 方 
形 组 成 荆 形 ) 而 不 再 剩 下 任何 小 方形 . 
ne . (ti1)r 
2 


sin -3 sin 
16. gsinxz-sin2c + +8inny 一 

。 2 
Sin 二 
2 

i On+t1. 
17. cosw "cos Qe"C0s dp GOS Bt = -DT 
“ 2nt1TSin 


18. 对 oe Ne. Gt" Ne ea (c>0) 中 任意 的 水 有 
nn 十 1 重 禄 号 
Qn 所 re 十 1， 且 Gn n+l, 
19. 平面 上 mn 条 直线 至 多 能 把 平面 分 成 去 Go?+n++2) 部 分 . 
[提示 许 平 面 上 已 有 * 条 直线 时 ， 如果 再 增加 一 条 直线 , 则 最 多 
能 使 平面 被 分 割 部 分 的 个 数 增加 十 1 个 ,J 


*20， 有 三 个 林 盘 每 个 盘 上 钉 了 一 根 
术 柱 ,分 别 记 以 4、B、0. 今 在 4 dS dy 小 
盘 的 林 柱 上 套 放 2 个 空心 加 木片 ， 

名 片 分 别 记 以 数码 1 至 % 第 %， 号 片 在 最 下 面 ,向 上 顺 次 为 第 *-1 
号 ，.… 最 上 面 为 第 1 号 , 也 就 是 说 ,在 4 盘 上 ,木片 是 按 自 然 数 顺 


次 排列 的 ,现在 我 们 要 把 这 些 木片 移 至 台 温 上 (可 以 借助 于 0 盘 )， 
规则 为 

(1》 每 次 只 许 移动 一 个 木片 ; 

《2) 不 论 是 在 哪个 盘 上 ,同一 盘 上 的 木片 必须 是 序号 小 的 在 上 面 ， 

试 证 明 : 可 以 通过 移动 ?一 1 次 , 使 4 盘 上 的 木片 全 部 移 到 了 开 
上. : 


31， 证 明 ， 营 PA Ap 坟 4 则 pi (pa (pa (n>) )). 


第 六 节 ” 限 词 与 初级 谓词 演算 
6.1 变 项 与 谓词 的 概念 


命题 逻辑 只 能 讨论 最 简单 的 温 辑 问题 ， 但 是 即使 是 最 售 
单 的 逻辑 问题 ,命题 慢 辑 还 是 不 够 用 的 , 例如 

【 例 1】 讨论 下 列 说 法 是 不 是 命题 ? 

CD z= 四 


(2) xz>yt+1; 

(8) 十 六 一 2 : 

(4) 她 在 音乐 学 院 学 习 ; 

(5) 他 的 哥哥 每 天 自学 两 小 时 以 上 . 

解 ， 人 1) 至 (5 都 不 是 命题 , 因为 = 从 z、“ 她 ”、 “他 ”都 是 
不 确定 的 , 因此 无 法 判定 该 说 法 的 真 假 性 . 

但 是 ,如果 4、 外 z、“ 她 ”他 ”分 别 给 定 了 一 -个 值 或 某 个 
确定 的 人 ,那么 (TD ~ (加 就 可 以 变 成 一 个 确切 的 命题 了 ， 原 
来 的 (DD~ (本 之 所 以 不 能 成 为 命题 , 就 在 于 zz 外 和 “她 ” 
“他 ”在 变化 着 ,我 们 知道 ; 在 代数 中 sm wo ~ WB 十 一 8，e*” 
+log% 都 不 是 数 ， 原因 在 于 v, 从 z 等 没有 给 定 ， 但 只 要、 
4 .2 分 别 都 给 定 后 , 那 示 sing/ 下 2 二 3 6% 十 logz 也 就 


变 成 了 数 .在 初等 代数 中 这 种 可 以 变化 的 量 z. 从 z 等 都 是 
做 自 变量 (或 简称 “变量 ”), 而 随 着 变量 zy. z 给 定 值 后 才 成 
为 数 的 sin w、\/ 号 十 39 一 5.、 ex 十 logz 等 叫做 函数 ,类 似 地 ， 
在 逻辑 学 中 可 以 变化 的 .不 确定 的 量 z、y、 z、“ 她 ”、“ 他 ”等 也 
可 以 叫做 变 “ 量 ”但 是 它们 都 不 一 定 是 真正 的 量 , 为 了 确切 起 
见 , 我 们 可 以 把 它们 叫做 变 项 ，(H) 至 (56) 分 别 类 似 于 初等 代 
数 中 变量 的 “函数 ”差别 只 在 于 : 变量 换 眠 了 更 一季 的 谈天 
函数 值 换 成 了 命题 . 

在 初等 代数 中 ， 一 个 具体 的 函数 是 由 某 一 种 对 应 规则 给 
出 的 ， 例 如 sin wz、wW 三 十 2 二 3 、e”? 十 logz 分 别 对 应 于 %、 
Ge, y)、(w 力 ， 为 了 应 用 方便 ， 我 们 可 以 分 别 给 这 些 画 数 取 
一 些 临时 的 化 名 , 例如 令 “，- 

PF(w) 一 sin G(r, y) = +2y—3, 
hlw, 2) 一 622 十 logY 
等 等 . 
在 逻辑 学 中 象 (了 至 (5) 中 变 项 的 那样 的 “ 画 数 "实际 上 是 


变 项 的 一 种 特性 或 者 是 各 个 变 项 之 闻 的 一 种 关系 . 例如 (1) 


oe :+ 


说 明 = 等 于 -5 豆 这 个 特性 ; (2) 与 (8) 分 别 是 .gy 之 间 及 外 


z 之 间 的 一 个 关系 ; (4 与 (5) 说 明 “ 她 ”或 “他 ”的 一 种 特性 ( 状 
态 )。 这 种 变 项 的 特性 或 变 项 之 间 的 关系 , 在 逻辑 学 中 取 名 叫 
谓词 ( 即 谓语 )。 与 初等 代数 中 函数 可 以 用 记号 也 (w)、G (w， 
咏 、h(z, 2) 代表 相 类 似 ， 亩 词 也 可 以 用 记号 代表 ， 例如 我 们 


可 以 用 如 下 记号 表示 (1) 至 (5) 中 的 谓词: 
Pi(w) 表示 ， 变 项 zx 等 于 可 ( 即 2 一 字 ) 
Gi(% 护 表示 : 2 大 于 9 二 
Zoo yu ?) 表示 : 到 十 久 一 2 


SM (oz) 表示 :2 在 音乐 学 院 学 习 (2 才 示 她 ); 
SH (wz) 表示; ww 的 哥哥 每 天 自学 两 小 时 以 上 
(% 表示 他 ). 
于 是 上 述 的 Pi, Gs, 了 ,SM, SH 等 都 是 一 个 特定 的 谓词 的 
记号 . 
在 初等 代数 中 变量 的 变化 范围 叫 散 定义 域 ， 变 量 必 须 在 
定义 域 中 ， 例 如 : 
sin% 的 定义 域 为 一 cp<z<< 十 coi 
MM 二 十 2y 一 3 的 定义 域 为 x 十 2y 一 8 关 0 的 所 有 、 
(%, 9); 
e” 十 logz 的 定义 域 为 一 ee<z<< 十 co z>0, : 
交配 必须 下 全 丰 共 个 站 和 中 ， 这 个 范围 是 目 对 具 


+ 
ee 


0 ee + 


代 数 中 
逻 辑 中 | 变 项 (个 体 ) 


形式 地 ， 我 们 可 以 说 ， 
的 “项 ”， 而 请 词 则 是 说 


ee 


二 个 形 各 peor …, mm) 的 谓词 人 做 加 个 变 项 的 亩 记 
我 们 可 以 把 一 个 命题 看 成 一 个 特殊 的 谓词 〈 即 0 个 变 项 的 亩 
词 ). 
在 一 个 谓词 中 ,如 果 给 所 有 的 变 项 以 确切 的 “ 值 ”, 就 得 到 
一 个 命题, 例如 在 上 面 的 (DD 至 (5) 中 (沿用 上 面 所 用 的 记号 》， 
已 (3.14) 是 一 个 命题 , 它 取 假 值 0; 


了 1(w) 是 一 个 命题 , 它 丈 真 值 刁 
: Gi(l, 4) 基 一 个 命题 , 它 取 假 值 0， 
SAM (小 张 ), S 五 (小 李 ) 都 分 别 是 命题 . 
从 一 个 谓词 得 到 一 个 命题 的 办 法 除了 上 面 讲 的 把 变 项 给 
以 特定 含义 ( 值 ”) 以 外 ,还 有 用 一 些 专门 的 形容 词 的 办 法 , 这 
种 形容 词 叫做 限 词 。 常 见 的 限 词 有 “任何 一 个 ”, “在 在 一 个 ”， 
“存在 唯一 的 一 个 ”它们 分 别 用 “Y”，“3”，“ 针 1!” 表示 . 例如: 
”YePi(z) 表示 “任何 一 个 < (此 处 的 论 域 按 一 般 习 惯 是 指 
全 体 实数 ) 都 等 于 x”, 这 是 一 个 命题 ,而 且 其 值 为 假 , 即 取 0 值 ， 
3%Pi(w) 表示 “存在 一 个 实数 2 等 于 w”， 这 是 一 个 命 
题 , 它 取 真 秆 1; 
3!1zPi(z) 表示 “存在 唯一 的 一 个 实数 > 等 于 w”， 这 是 
一 个 命题 , 它 取 真 值 1; 
YovyGa(o, 9) 表示 “任何 实数 2 各 yy 均 有 sw>y-+1", 这 
是 一 个 命题 ; 它 取 假 值 0; 
VyYaGi(%, 9) 宕 示 “ 任 何 实数 y 和 % 均 有 ww>y+1”, 这 
是 一 个 命题 , 它 与 YzYyG4(z, y) 逻辑 相等 ; - 
Yz3yGu(w, 几 表 示 “对 任何 实数 和 必 存 在 4 使 5>9 十 
2”。 这 是 一 个 命题 , 它 取 真 值 l … . 

”3yYzGi(w, Y) 表示 “大 在 这 样 的 实数 y， 它 对 任何 实数 
tw 均 有 ww>Yy 十 1”， 这 是 一 个 命题 , 它 取 假 值 0。 这 里 还 可 以 
看 到 . 

3yVzG (%, Y) 去 VZ3UGa (2 切 ; 
3z3yGu(w, Y) 袁 示 “存在 一 个 实数 1 对 于 它 存在 一 个 

2 使 2>>y 十 1”， 这 是 一 个 命题 , 它 取 真 值 1; 
3y32Ga(2，%) 表示 “存在 一 个 实数 %,. 对 于 它 存在 一 个 
妃 使 zy 十 2， 这 是 一 个 命题 , 它 与 323yGu Go 9) 逻辑 相 
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等 ,都 可 以 叙述 成 “存在 一 对 (z%, 奶 使 wo>y 十 二 

又 如 果 在 SM (w) 中 , 论 域 为 “北京 市 全 体 妇女 ” 那 未 
YmSM (x) 表示 “北京 市 一 切 妇 女 都 在 音乐 学 院 学 习 ” 这 是 
一 个 命题 , 它 显然 取 假 值 0， 

3zSM (ce) 表示 “存在 一 个 北京 市 的 女子 , 她 在 音乐 学 院 * 
学 习 ”。 这 是 一 个 命题 ， 它 显然 取 真 值 了 (因为 音乐 学 院 确 有 
女 同 志 在 学 习 ). 

azSM (zw) 表示 “北京 市 有 且 只 有 一 个 女子 在 音乐 学 院 

学 习 ”， 这 是 一 个 命题 , 它 的 真 假 要 看 具体 情况 一 一 北京 市 在 
音乐 学 院 学 习 的 女子 是 否 只 有 一 人 而 定 . 

除了 YV, 3, 31 这 几 个 限 词 外 , 在 数学 上 有 时 还 会 遇 到 如 : 
下 的 限 词 ， 

3szP (o) 表示 “存在 且 只 存在 两 个 > 满足 性 质 P”， 

3,2P(w) 表示 “存在 且 恰 存在 呈 个 > 满足 性 质 P”” 

3-zP (ce) 表示 “存在 无 穷 多 个 2 满足 性 质 P”. 
另外 ,“ 不 存在 “满足 性 质 P”， 显然 可 写成 ~3sP(w) (以 上 
P(w) 是 天 示 “ 变 项 wz 具有 性 质 P” 这 一 个 谓词 ). 

以 上 我 们 介绍 了 变 项 、 论 域 . 谓 词 以 及 通过 哪些 方法 能 从 
一 个 谓词 得 到 一 个 命题 .本 节 中 我 们 不 再 给 出 这 些 术 语 以 严 : 
格 的 数学 形式 的 定义 ， 而 让 读者 通过 一 些 具体 的 例子 与 过 去 
熟悉 的 数学 对 象 相 比较 , 来 逐步 熟悉 这 些 概念 . : 

变 项 相当 于 一 个 或 一 些 参 变 “ 量 ”, 谓词 是 这 些 变 项 的 一 
个 特性 或 一 个 关系 ， 变 项 给 定 了 特殊 的 “ 值 ”后 , 谓词 就 恋 成 
了 命题 ; 变 项 加 了 “ 限 词 ” 后 , 谓词 也 变 成 命题 .这 两 种 方法 统 
称 为 把 变 项 约束 起 来 。 一 个 谓词 中 经 约束 后 的 变 项 济 做 约束 
变 项 ; 谓词 中 没有 约束 的 变 项 称 为 自由 变 项 ， 直 观 上 ,可 以 说 
具有 自由 变 项 才 是 真正 “ 变 ” 的 ， 若 一 个 谓词 中 的 所 有 变 项 都 
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是 约束 变 项 , 那 末 这 个 谓词 就 变 成 了 命题 . 


@G.2 谓词 间 的 逻辑 运算 以 及 它们 和 限 词 的 关系 


与 命题 间 的 逻辑 运算 类 似 ， 谓 词 之 间 也 有 运算 VY， 人 , 
心 , 因而 也 有 运算 -> 及 <>， 例 如， 

P(w) VQ(y) 表示 “w 具有 性 质 呈 或 y 具 有 性 质 &、 特 
别 地 , 如 果 了 ( ) 与 Q( ) 有 相同 的 论 域 I 时 , 那 末 卫 (c) Y 
Q(e) 表示 “2 具有 性 质 卫 或 性 质 @; 

~ 了 (w) 表示 “w 不 具有 性 质 P”. 

由 一 些 谓词 通过 某 些 逻辑 运算 得 到 的 新 谓词 称 为 复合 谓 
词 ， 复 合 谓词 仍 可 以 加 限 词 , 例如 

【 例 1 车 

互 (w) 表示 “% 是 人 
0O(w) 表示 “% 必须 提高 思想 觉悟 ; 
Xiao Li 表示 “小 李 ” 
那 末 五 (o) 一 0 (2) 是 复合 谓词 ,而 命题 
ve( 五 (2) 一 C(o)) 表示 “任何 人 都 必须 提高 思想 觉悟 ”; 
五 (Xiao Li) 表示 “小 李 是 人 “， 
复合 谓词 加 限 词 后 仍 是 一 个 复合 谓词 . 

谓词 可 通过 限 词 变 成 命题 ， 但 是 有 限 词 的 谓词 未 必 一 定 
是 命题 , 因为 原来 的 谓词 可 能 有 多 个 变 项 , 而 限 词 可 能 只 约束 
了 其 中 一 部 分 变 项 . 这 样 ,有 限 词 的 谓词 有 时 还 是 一 个 谓词 
而 不 是 命题 . 例如 : 在 同一 个 论 域 U (= 全 体 整 数 ) 中 , 谓词 
万 (人 .2) 表示 “十 访 一 2””， 那 末 

YewVy8 (w, y, 2z) 表示 “任意 整数 和 y 均 有 
二 一 2 


它 还 不 是 命题 , 但 它 是 一 个 谓词 ,在 逻辑 含义 上 相当 于 “整数 
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卫队 江 计 


& 的 平方 能 表示 两 个 整数 的 平方 和 ” 
: ”有 时 候 , 虽然 从 符号 形式 上 看 ， 好 象限 词 只 约束 了 谓词 的 
一 部 分 变 项 , 但 在 意义 上 很 可 能 已 经 把 所 有 的 变 项 都 约束 子 ， 
从 而 也 就 同时 把 谓词 变 成 了 命题 。 例如 谓词 了 (ww 9) (wi9 
铬 于 同一 个 论 域 00, 口 中 的 人 彼此 不 全 为 兄弟 ) 表示 “% 与 9 
是 兄弟 ” 那 末 : 
YeB(z, y) 表示 “任何 人 与 9 都 是 兄弟 ， ” 这 显然 永远 是 
假 的 , 因此 它 是 一 个 命题 ， 这 里 巧 在 谓词 v4B(w, 9) 是 恒 假 
的 ( 即 不 管 什 么 y 它 都 假 )， 一 个 但 候 的 谓词 也 就 退化 成 了 恒 
假 命题 . 
但 是 3sB(w, y) 表示 “% 是 y 的 兄弟 ” 这 就 不 一 定 是 
. 命题 , 而 是 有 一 个 变 项 4 的 谓词. 
“在 一 个 带 有 限 词 的 复合 谓词 中 ， 限 词 所 涉及 到 的 那 _ 沁 
分 谓词 称 作 此 限 词 的 范围 ， 例 如 在 复合 调 词 Ye(H(w)-> 
0 (wz)) 中 限 词 Vw 的 范围 乃 是 复合 谓词 (H (w)>0(%w)). 
.、 在 一 个 复合 谓词 中 ， 菏 个 变 项 可 以 在 此 谓词 的 一 部 分 中 
为 自由 的 ,而 在 另 一 部 分 中 为 约束 的 . 例如 y 在 (VeP(， D) 
人 (VyQ Gy) 中 就 是 这 样 . 
注意 ”在 论 域 为 有 限 集 时 , 限 词 3w 变 成 了 逻辑 运算 V, 
限 词 Ye 变 成 了 逻辑 运算 入， 设 论 域 为 {ws,…, sj, 则 对 
于 谓词 P(x), 有 i 
3zP(o) — PvD) Ve VP (en) 
VeP(w) =P(v) A AP la). ,. 
而 3lzP(o) = [P(g) A~P(g9) NA-% A ~P (gn)] 
Y [~P(g) AP (xs) 人 ~P (gs) 
和 人 … 入 ~P(oD]Y…Y[~ Pon) 
MA ~P (gn 1) AP (en). 
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在 数学 中 ， 讨 论 什么 是 函数 的 极限 或 连续 性 等 一 般 概 念 : 
时 ,常常 并 不 限于 某 个 指定 的 函数 , 只 有 在 讨论 某 个 函数 的 极 
限 是 什么 、 是 否 连 续 等 间 题 时 , 才 和 需 指 定 某 个 函数 。 类似 地 , 
在 逮 辑 学 中 , 讨论 调 词 的 运算 或 谓词 间 的 关系 时 , 也 不 局 限于 
一 个 特定 的 谓词 , 而 是 指 一 个 任意 的 谓词 。 这 种 任意 的 谓词 
叫做 谓词 变量 ， 它 代表 一 个 抽象 的 调 词 ， 一 个 复合 的 谓词 变 
量 叫做 一 个 谓词 公式 ， 

定义 1 如 果 不 论 什么 论 域 U0， 不 论 谓词 公式 中 取 定 件 
么 复合 谓词 ,不 论 如何 取 定 自 由 变 项 , 而 由 该 谓词 得 到 的 命题 
总 是 真 的 , 则 称 这 个 谓词 公式 是 恒 真 的 ,或 称 该 谓词 公式 的 论 
断 总 是 有 效 的 ; 

如 果 不 论 什么 论 域 上, 不 论 谓词 变量 取 定 什么 谓词 , 不 


论 如 何 将 自由 变 项 取 定 ,而 由 该 谓词 得 到 的 命题 总 是 假 的 , 则 


称 这 个 谓词 公式 是 恒 假 的 或 子 庙 的 ， 或 称 次 滑 词 公式 的 论断 
是 不 可 能 满足 的 ; 

如 果 存 在 某 个 论 域 口 ,在 谓词 公式 取 定 某 个 复合 谓词 ， 
且 把 所 有 自由 变 项 分 别 取 定 为 某 个 “ 值 ”时 ,而 由 该 谓词 得 到 : 
的 命题 是 真 的 , 则 称 这 个 谓词 公式 是 可 满足 的 (当然 ， 伍 真 谓 
词 公式 是 一 种 特殊 的 可 满足 的 谓词 公式 )， 

定义 2 在 一 个 调 词 公式 中 , 取 定 一 个 论 域 , 取 定 谓词 公 
式 中 出 现 的 复合 谓词 , 取 定 谓词 中 一 切 自由 变 项 的 “ 值 ”从 而 
得 到 一 个 命题 ,叫做 对 这 个 谓词 公式 的 一 个 解释 . 

一 个 谓词 公式 通过 一 个 解释 就 得 到 一 个 命题 ， 通 过 两 个 
不 同 的 解释 ,就 得 到 两 个 不 同 的 命题 (当然 并 不 能 排斥 它们 可 
能 取 同 样 的 逻辑 值 T 或 0). 

按 定义 2 则 定义 工 可 馆 述 为 : 

一 切 解释 都 得 到 真 值 命题 的 谓词 公式 称 为 恒 真 的 ， 或 恒 


有 效 的 ; 
一 切 解释 都 得 到 假 值 命题 的 谓词 公式 称 为 便 假 的 或 矛盾 
前 或 不 可 能 满足 的 ; 
只 要 存在 一 个 解释 能 得 到 真 值 命题 的 谓词 公式 称 为 可 满 
足 的 . 
定义 8 两 个 谓词 公式 4, 和 4s 称 为 远 辑 等 价 的 ， 只 要 
它们 满足 下 述 条 件 ; 
谓词 公式 “4uey42” 是 恒 真 的 . 

这 也 就 是 说 , 不 论 在 什么 解释 下 ，41 与 4 得 到 的 两 个 命题 
葛 真 假 性 总 是 相同 的 ， 要 么 两 个 命题 都 真 要 么 两 个 命题 都 
假 . 4 与 A 逻辑 等 价 记 成 4 三 45， 

定义 & 谓词 公式 4s 称 为 谓词 公式 41 的 还 辑 推 论 , 如 
果 满 足下 述 条 件 . 

谓词 公式 41->4s 是 便 真 的 . 

这 也 就 是 说 , 在 不 论 什么 解释 下 , 只 要 由 4; 得 到 的 命题 为 真 ， 
就 一 定 能 推出 由 4s 得 到 的 命题 也 为 真 ， 把 “4。 是 4i 的 逻 
辑 推论 ” 记 成 人 

显然 ， 41 三 A 等 价 于 4 全 43 是 4 一 41. 

谓词 公式 除 仍 肯 可 以 应 用 逻辑 运算 V， 和 ，~， 一 ，de 
所 满足 的 规律 外 , 还 有 逻辑 运算 与 限 词 之 间 关 系 的 一 些 规律 ， 

《1°*) 同类 限 词 之 问 可 交换 次 序 


ae 


VavyP (%, WVyVeP(%, Y), 
(6.1) 


3e3yP (%, Y) = Iy3rP (%, Y), 

31231yP (%, W = 31931eP 人 幼 . 

但 是 要 注意 : 
- Vw3yP (%, Y) #3yVrP (%, Y), | (6.2) 
JvYyyP ls, 9) VYyID (%, Y). : 
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(I*) 运算 中 进 到 命题 或 不 受 限制 约束 的 谓词 可 以 把 它 


ee 


(YzP(oO)Y9EYzoPGOVYg)， 
(VoP(w)V QO) =Vs(P(%) VQY)), 
(veP(%)) 9g= Vw(P(%) AQ), 
(VeP (®) QC) =V¢(P (2) AQ(Y)), 
(IsP 2)) Vg=3%(P (2) VY 09), 
(3zP 2) VQY) = P(r) VQWY), 
(3zP (2)) Mg=32(P (2) A9), 
(azcP(e) QO =r0(P (vz) AQY)), 
GUI") 对偶 律 
~¥YwP(s)=32(~P(y)), 
(YP (2))—>9=32(P (2) 09), 
~3oP (Ww)=Vr(~P(%)), 
(3sP(%))—>9=Ve(P(%)-—>4). 
(只 要 记 住 ,VYw 相当 于 运算 八 , 3% 相当 于 运算 V .) 
(IV°) 
(VaP (2)) A (VeQ (8))=Vr(P (2) Q(T)), 
(2P (2))V (B28 (2)) =3%(P (2) V QD). 
(VY 本 质 上 就 是 A; 3 本质 上 就 是 VY.) 


+ (6.3) 


(6. 人 


| (6 .区 


但 是 
(YeP (2))V (VsQ(o) 关 Yaz(P(OVQ(O)， | (6.6) 
(3zP (2)) A\ (JoQ(%)) #332(P (2) Qo)). 
(因为 在 论 域 为 有 限 集 时 , vz 相当 于 运算 人 3 相当 于 运算 
V， 所 以 以 上 关系 是 不 难 理解 的 . ) 
为 了 把 谓词 公式 化 成 某 种 标准 形式 ， 我 们 还 要 引进 如 下 
规律 : 
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(V") 
OrP(T)V ORT) = OrOYy PH) VQ ), 
OrP(z) AGOxz(O) = Ory Pz) 和 QWY)). 
其 中 CO 和 或 者 代表 YY, 或 者 代表 3 
”以 上 规律 中 的 (1°) ~ (IV°*) 在 这 里 不 给 出 严格 证 明 , 大 
家 可 以 通过 它们 的 直观 含义 来 理解 它们 的 正确 性 . 下面 举例 
证 明 (V°); 设 令 和 虽 都 为 Y， 那么 由 于 在 YeQ(z) 中 的 
是 约束 了 的 ,所 以 它 实际 上 不 会 自由 出 现 , 因此 VzQ(w) 可 以 
改写 为 VyQ(y), 于 是 
(VEP (ws))V (VoiQ(%))= (VoP (2)) V (VYR OY)) 
三 VYy(P(w) VQ)) 《利用 了 (11°)). 
定义 5 所 有 的 限 词 都 放 在 最 左面 的 谓词 公式 叫做 标准 
形 谓词 公式 . 
利用 上 述 规 律 ， 可 以 把 任意 一 个 谓词 公式 写成 一 个 与 它 
等 价 的 标准 形 , 其 可 用 步 又 为 . 
1° 首先 可 用 运算 V、 人 、~ 代替 ->，<y， 
323” 可 用 对 偶 律 把 ~ 号 移 到 限 词 的 右边 . 
3” 必 要 时 可 改动 用 限 词 约束 的 变量 记号 ， 例 如 改写 
YoP(z) 为 V2P(2), 改写 32P(w) 为 3z2P(z) 等 . 
4” 用 规律 (I°)、(IV°*)、(V°) 把 限 词 逐步 移 沿 最 左 方 . 
*[ 例 3】 试用 逻辑 学 的 符号 写 出 
limf(z)=1 及 limf(s) 夫 1 
解 ， 当 Ja) 为 确定 的 函数 , a、 ? 国定 时 ，lim f(z) =? 及 lim fz) 
站 1 都 是 命题 ,后 者 是 前 者 的 “~”. 
在 极限 理论 中 ,第 一 个 命题 的 含义 为 : 任 给 s>0 一定 存在 一 个 
6>0, 只 要 |z 一 ac| <6, 就 有 [f(z) 一 1| <s. - 
按 返 辑 学 观点 考虑 ; 令 6、5、 x 为 变 项 ; 取 论 域 为 全 体 实数 , 再 令 请 
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} (6.7) 


词 PR(s) 表示 “se 为 正 数 ">。 为 了 看 起 来 直观 , 我 们 对 谓词 PCs) 仍 用 普 
通 的 记号 “se> 0” 表示 ， 令 谓词 8(w, 6) 表示“ 变 项 4 与 常数 a 的 距离 
小 于 变 项 6”, 谓词 RC%， 8) 表示 “ 变 项 = (实数 ) 的 函数 (2) 与 1 的 距 
离 小 于 e”。 同样, 为 了 看 起 来 直观 起 见 , 我们 仍 用 普通 的 记号 “|x-al 
<6” 及 “|f(z) 一 1 <e” 分 别 代 赫 谓 词 记号 @(z, 6) 及 (x, 8), 于 是 
命题 im f(z) 一 ! 就 可 以 写成 ， 
Ve{e>0—>36[6>0AVz(|z—al < 一 | Fo 一 中 <e】} 

而 命题 lim 了 f(z) < 是 上 述 命题 的 否 命 题 , 即 是 


Ve{e>0>38[320A Veg —a]<6—> |f(2) —i|<=e))]} 
=de~{s>0->36[6>0AVz(|z—a| <6= |f(2) -1 <8))]} 
=de{s>0A~366>0AYr(r~al <6> 1f(2) -i| <e))} 
. (因为 ~(p>9)=p A~g) 
=de{e>0AVS~[6>0AVz(|z—al <6> |f(7) -7| <e)]} 
=3efe>0AVYS[S<0yY ~Yr(|s—al <6>|F(2) -1| <e)]} 
三 3e{e>0AVv[S<0Y32~ (jz 一 al 天 3>1Fo) 一 上 [< 下 
=3e{e>0AVY6[s<0vY3z(ljz-aj<sA~ (| 7) -1 <e))]} 
=He{s>0A v6[6<0YV ar(jz—al <dA fr) —l> 0))} 
=3s{e>0QAVY6[S>0->3z(jz-aj<6AT1Fo 一 中 > 时. 
最 后 一 个 式 子 的 含义 为 : 存在 一 个 s> 0 对 一 切 S>0， 几 定 存在 到 虽 
然 1x 一 a1<6, 但 是 |f(w) 一 i 之 s. 
最 后 ,我 们 再 看 第 一 个 命题 的 标准 形 : 
lim jw) = 一 ! 


反 Vs{s> 0 一 36[6>0AVYz(lz 一 dl<o | Po) 一 上 <e)]} 

=Ve{fe<0V36[S>0AVe([lz-al>s]vFlfFGo -1| <eD)]} 
(注意 到 谓词 “s<0” 不 依赖 于 6, 可 用 (6.3) 得 下 式 ) 

二 Vedd{e <O0V [6>0AVz([lz—a|>6IV[I|fC) ~ <eD)]} 
[谓词 “9> 0” 中 不 含 变 项 4 z， 故 也 可 用 (6.3) 把 Vz 放 到 前 面 

去 ,得 下 式 ] 

三 Vedd{e <0V Yr[6>0ACLIz—al>0V [I -<eDI} 

[谓词 “<0” 中 不 含 变 项 x, 故 也 可 用 《6.3) 得 下 式 ] 
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=Ved6vr{e <0V [6>0A[Iz—al261V [IG) -| < 
三 VsI6vVz{[e <0vV6>0JALs<0V (lz-al>6) 


V (If C2) —i <8)]} 
(或 三 Ye36YVz{[s>>0—>6>0]A[s>0—>(|x—-a|l>6) 
V Cf (2) 1 <e)]} 
拓 Ve36vVzf{e>0-> (6>0A[(z-a|>6V Uf) -7 <e) DD} 
三 Ved6vVz{s>0->(6>0A(|r—al>60)) 
V C6>0A(If) —il<e))). 


6.3 谓词 的 逻辑 推理 


为 了 使 推理 的 适用 范围 能 够 稍 广 ， 并 且 表 达 方 式 可 以 简 
化 ,我 们 要 对 谓词 的 概念 作 一 些 扩 充 : 首先 回忆 一 下 在 6.1 中 
介绍 的 谓词 概念 ,在 那里 所 述 的 谓词 的 一 般 形 式 为 

Ply, “0 , Oo ) ， 
其 中 ww …， 人 为 变 项 , 当 这 些 变 项 约束 起 来 后 , 谓词 P(x， 
…，omm) 就 转化 成 命题 了 ， 

用 这 样 的 方式 表达 “与 其 紧 后 面 一 个 原子 序数 的 元 素 在 

常温 下 具有 同一 相 ( 气 、 液 . 国 三 相 之 一 ) 的 元 素 ” 这 个 概念 时 ， 


` 就 要 引入 谓词 L(%, 9) 表达 “2 的 原子 序数 比 v 的 原子 序数 


多 14", 谓词 B(w, ) 表达 “9y 与 x 在 常温 下 共有 同一 相 ”， 然 


后 得 到 谓词 表达 式 : 


L(w, y) 人 B(Gz， 9). 
但 是 , 如 果 我 们 细 细 考察 , 就 可 以 发 现 y 与 z 是 在 同 一 个 论 
域 “ 一 切 天 然 元 素 ” 中 的 ,而 且 y 对 有 很 强 的 依 冲 关系 一 一 
原子 序数 多 二 从 zz 变 到 所 对 应 的 y 时 并 未 超出 原来 的 论 域 . 
因此 ,可 以 把 y 看 成 z 的 一 个 “对 应 物 ”( 对 应 元 素 ), 由 % 找 y 
是 根据 一 种 对 应 关系 一 一 原子 序数 加 1 一 一 而 得 到 的 。 这 种 


ae 


域 中 的 一 个 确定 的 无 素 的 对 应 关系 ， 在 多 辑 学 中 也 叫做 马 数 
( 它 是 数值 函数 的 推广 , 在 论 域 为 实数 时 ,就 得 到 普通 的 函数 
关系 )， 在 上 面 的 例子 中 , 我 们 可 以 用 函数 1Cz) 表示 “ 比 = 的 
原子 序数 多 1 的 元 素 ”于 是 ,我 们 提 到 的 概念 可 以 写成 更 简 
单 的 形式 : 
Blw, ?Co)). 

这 就 是 说 , 谓词 B 的 括号 内 的 部 分 不 仅 可 以 出 现 变 项 % 也 
以 出 现 这 天 的 于 CO)、 另外 , 变 项 也 可 以 在 成 是 一 种 特 


» 0 0 0 + 。 


P(film, “7, mm), ,fn Col im)), 
其 中 办 ，…，wm 为 变 项 Pls, po] 一 二 2 …， 1%) 是 
变 项 wl,，…, wm 的 函数 《其 含义 为 ， 1，…， som 均 在 同一 个 论 
域 口 中 , 对 于 一 组 (ww, ，…， wm) 对 应 于 论 域 中 的 另 一 个 元 素 
六 cu 2， 函数 广 表 示 这 种 对 应 关系 )， 
例如 在 上 面 的 例子 的 记号 下 , 如果 c(w) 表示 “与 ”原子 
量 最 相近 的 同位 素 ”， 那 末 
32[~ Bee), 2(w))] 
就 表示 “有 些 元 素 的 原子 量 最 相近 的 同位 素 与 比 它 的 原子 序 
数 多 1 的 元 素 在 常温 下 具有 不 同 的 相 ”. 
再 如 论 域 口 为 全 体 实数 时 , 若 以 谓词 
BuXiaoYu (w%, Y) 
表示 “oo 以 Jia (w, 9) 表示 “oo 以 Cheng (%, g) 表 
示 通 数 “x 乘 , 那 末 谓词 (实际 是 命题 ) 
VwVvyBuXiaoYu [Jia(Oheng(w, 2), Oheng(y, y)), 
Oheng (2, Cheng (%, 9) )] 
表示 "不 论 什么 实数 2 有 Y 均 及 十 六 之 228 
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现在 我 们 来 分 析 一 段 推理 : “每 个 三 角形 三 个 内 角 之 和 为 

mw,， 直角 三 角形 是 三 角形 , 因此 直角 三 角形 的 三 个 内 角 之 和 为 
w”。 如 何 把 它 变 成 机 器 也 能 做 的 逻辑 形式 推理 呢 ? 如 果 用 第 
四 节 中 的 命题 逻辑 , 那 就 是 命题 

Pp 表示“ 每 个 三 角形 三 内 角 之 和 为 mr 

& 表示“ 直角 三 角形 是 一 个 三 角形 ” 

”表示 “直角 三 角形 三 内 角 之 和 为 mw”， 
这 样 ， 无 论 用 第 四 节 中 哪些 推理 规律 都 不 能 证 实 上 面 的 一 段 
推理 的 正确 性 , 因为 从 前 提 % 及 9 是 不 能 得 到 结论 + 的， 但 
是 用 本 节 中 所 介绍 的 谓词 概念 就 可 以 证 明 上 面 的 一 段 推理 是 
正确 的 . 为 此 , 令 论 域 为 所 有 平面 多 边 形 ,ze 为 一 个 平面 图 形 ， 
谓词 卫 (w) 表示 '% 是 三 角形 ”，R(w) 天 示 '“w 是 直角 三 角形 ”， 
P(w) 表示 “2 的 所 有 内 角 和 为 mw”， 那 末 , 上 面 的 一 段 推 理 是 
否 正确 就 表现 为 : 从 前 题 Ye(T(z)->P(z)) 及 Yew(R(w)-> 
7 了 (ec)) 是 否 能 得 到 逻辑 结果 (结论 ) Yz(B(z)->P(w))? 也 就 
是 问 

[Ve(BR(e)—>T (2))I A [Ye(T (2)—>P (g))] 

Vs(R(e)—>P (2))? 
事实 上 这 是 对 的 (下 面 即将 证 明 ) ,而 且 上 面 的 推理 形式 即 
前 提 vz(P(O-Q(o)，vz(Q(o 一 R(o))， 

结论 Ve(P(z)>R(z)). 
这 叫做 谓词 推理 中 的 三 段 论 ， 它 也 是 谓词 推理 中 的 基本 规律 
之 一 . 
为 了 能 简捷 地 判断 哪些 谓词 推理 是 正确 的 ， 哪 些 是 不 容 

许 的 , 首先 就 需要 总 结 一 些 基本 推理 规律 ， 除 基本 规律 (6.1) 
~ (6.7) 外 ,还 有 (IV°) 的 补充 (IV °°)， 
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(IV°°) YePlo)YVYocQ(o) 僵 Yz(P(z)VQG))， 
3z(P 人 AQ 人 )3aP( 人 和 3 .8 
及 以 下 规律 
(VI°) YoP(o) 一 P(oo 一 32P(z) 
(wo 在 论 域 中 国定 )， 
卫 (O) 一 VoP(c) 
(w 未 约束 , 是 任意 固定 的 )。1 
(VIT°) 3%(P (2)—>Q(%))= VeP (2) > 30 (%), 
3zP(o) 一 YxzQ mIVEP v) 0 (0)), 1 (6.10) 
Vo(P (2)—>Q(%)) VeP av | 
(VIII*) ”( 带 限 词 Y 的 三 段 论 ) 
Vo(P(2)—>Q(2)) AVw (Qs)—>R(Y)) 
>Yr(P(2)—>R()). (6.11) 
对 以 玉 诸 规律 证 明 如 下 ; 
《V1°) 的 证 明 ; 关系 
YeP (2)=>P (v0)—>I2P() 
是 显然 的 ， 现 证 


(6.9) 


卫 (o) 僵 YoP(o)。 
如 果 左 边 为 真 , 那 就 是 在 "任意 固定 时 , 命题 己 (o) 为 真 ， 既 
然 z 可 以 是 任意 的 , 那 就 是 说 “对 任意 的 z, P(w) 都 为 真 ”. 这 
就 是 说 ，YzP(%w) 为 真 。 因 此 
Py)IVvP (2). 
注意 了 (lw) 中 的 2 是 任意 固定 的 ， 而 不 是 限于 只 能 取 特 
殊 的 某 一 个 zo。 例如 在 论 域 为 实数 时 ，z 可 以 是 任意 一 个 网 
定 实数 , 但 不 能 限于 只 取 某 个 特殊 的 实数 (例如 M3), 所 以 
2(xa 泡 YoP(z)， 务 必要 分 清楚 ， 
忆 ( 四 一 YzP(c) 
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与 Po 交 YzP(o)， 
{IV°?) 的 证 明 ， 

首先 应 注意 ; 在 “一 ”号 两 边 的 谓词 实际 上 是 命题 (因为 
变 项 都 是 被 约束 了 的 ). 

如 果 (IV*°) 中 第 一 个 关系 安 的 左边 VuP (%) V VaQ (%) 
为 真 , 这 时 可 分 两 种 情形 , YeP(z) 为 真 , 或 者 YaQ(z) 为 真 ， 
不 妨 设 YzP(z) 为 真 (因为 在 YwQ(z) 为 真 的 情形 是 完全 类 
似 的 ), 由 (VI*) 可 知 卫 (w) 为 真 ,因而 P(e) YQ(w) 为 真 , 再 
起 (VI°) 中 第 二 个 关系 可 知 Ye(P(w) VQ@(w)) 为 真 ,因此 

VeP (2) VY VaQ (eo) Vo P(r) VQ(®)), - 
第 二 个 关系 是 第 一 个 关系 的 对 偶 关 系 , 证明 如 下 ; 

32(P(%) AQ(2)) ~ ~Ao(P(s) 人 Q@(o)) 
宇 心 Ve[~(P(wz) 入 Q@(%))] (对 偶 律 II?) 
=~Yw[~P(s)V ~Q(w)] . 

但 蚌 由 第 一 个 关系 ,有 (对 ~ 了 (lw)，~@(w) 用 第 一 个 关系 ) 

Vo(~P(g)V Vo(~Q(m)) Yr (~P()Y ~Q()). 

:因而 就 有 

~Vr(~P(s)V ~Q(®)) 

~ [Vw (~P()) VY Ye(~Q(0))) 
但 以 上 关系 的 左边 等 于 
3%(P(w) 人 Q(e)); 
右 方 等 于 ( 按 对 偶 律 (DTI?)) 
[~Vz(~P(%)) A~VYr(~Q(e))] 

二 3o( 人 ~PG)) 人 3(~~Q(o)) 

上 王 3zP(z) AI3rQ (%). 
因此 Iw(P (2) AQ(%)) 32P (%) NIQ(%), 
《VII) 的 证 明 ， 第 一 个 关系 式 


ac(P(w->@(o))=3z(~P(z)VQo)) 
=3z(~P(o)V3azQ(z) (根据 (6. 鸭 ) 
=~~YzP(z) V3oQ(s) (根据 (6.4)) 
=YwP (2)—>32Q (2); | 
第 二 个 关系 式 
3zP(g)—>VrQ (2) =~ a2P (2) V ValQ (%) 
=Ve(~P(»)) V YoQ(s) 


SS Yo( PW) VO) =V2(P (8) >0 0); 

第 三 个 关系 式 : 如 果 Yw(P(w)->Q@(w)) 为 真 , 那 末 P(w)->Q(2) 
为 真 ,这 时 可 分 两 种 情形 , 第 一 种 情形 ，YVw 了 (z) 为 假 , 部 末 
YeP(w)->YeQ(%) 为 真 (因为 假 条 件 的 条 件 命 题 取 真 值 ); 第 
二 种 情形 : YeP(w) 为 真 , 那 末 PP(z) 为 真 , 加 上 已 得 的 P(z) 
一 Q@(w) 为 真 ， 再 由 (4.1) 中 的 (Ls) 就 得 到 @(z) 为 真 , 但 
Q(z)->YrQ(w) (VI°)), 因此 YsQ(z) 为 真 ,但 是 此 时 YwP(w) 
为 真 , 所 以 YeP(z) 一 VwQ(%) 为 真 ， 这 就 得 到 了 第 三 个 关系 
式 . 

《VII?) 的 证 明 ， 由 Ye(P(o 一 Q(o)) 及 Yz(Q(e) 一 
.Rm)) 为 真 , 可 得 P(o-Q(z) 及 Q(%) 一 BR(w) 为 真 。 再 由 
(4.D) 中 的 (Ls) 可知 卫 (z)->R(z) 为 真 ， 应 用 (6.5)( 即 

Pr)—>R()Vo (Pw2)—> RY)) )， 

就 得 到 YeCP(o) 一 BR(z)) 为 真 . 了 

逻辑 运算 V 、 和 人 、~ 的 规律 ， 命题 逻辑 推理 的 规律 (4. 1 
中 的 (Li) 至 (Zs); 谓词 逻辑 的 规律 (6.1) 至 (6.11) ( 即 (1?) 
至 (V]1T?)) 等 是 最 基本 的 规律 。 在 用 计算 机 证 明 逻 辑 结论 及 
判断 逻辑 推理 时 ， 往 往 先 把 这 些 基本 规律 存 贮 于 计算 机 的 存 
贮 设 备 中 供 随时 调用 . 
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下 面 举例 说 明 如 何 应 用 这 些 规律 作 一 些 简 音 的 地 辑 挫 
理 . 
【 例 1] 求证 由 前 提 Vw(P(%) 0) 及 3oP(w) 可 得 
到 钦 辑 结论 328(2)， 
[证 ] 
| (YI") : 
习 zP(o) —— Pv0), 
(VI°) 加 
Yz(P(O 一 Q(D)) 一 全 P (v0) >Q (ro) 
 Q(o) 僵 3z8(o). 
( 击 (4, 巧 中 (Za)) (由 CVI) 
由 这 个 下 可 以 看 出 : 从 3 及 Vo(P (n>Q00)) 可 推出 
azelo),] 
【 例 3】 求证 由 前 提 … 
3z(P(w) AQ) Vy (RD 8) 
3y(R( 信 和信 ~SGD) 
可 以 得 到 逻辑 结论 Yz(P(o)->~Q(G)) 
【证 】 根据 ~ (p-~>g) =p 入 ~9 及 对 偶 律 (6.4) 可 知 
3z(Ptz) AQ(O) 一 Yo(ROD)->SGOD) 
(RY) A~S(Y)) =~ Vy(R(Y) SS(y)) 
由 (4. 了 D 中 的 (Ls) … … ~32(P(2) AQ (0)) 
=Y2(P(o)>~Q(%)). 1 
[ 倍 3] 求证 Ys(P(w) VO)) SYP (0) VazQCo 
RE】 由 (6.4): 
yz(PG)YQ()AYz(~QC) 王 YeP(o)， 
邯 Ye(PG)YVQG) 和 ~3azQ 人 =VzP(o)， 
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著 以 有 

TCYx(CP(oOVQ(D)) 和 ~3Q(e)) VeP(e)] 三 二 
:但 由 于 (4. 芒 中 (Ze) 的 左边 等 价 于 

Yz(P)VYQGD)) 一 (一 3xQ(O 一 YoPz)) 
= 王 YzPGIVQ(O) 一 (zc) V VeP (w)), 

因此 “Lvz(PoYvQG) 一 3zc)V VeP (0)1=1. 
.这 就 是 所 要 证 明 的 . 】 

在 第 五 节 中 曾 讲 过 数学 归纳 法 , 在 那里 出 现 的 命题 了 0) 
是 依赖 一 个 整 值 参数 吧 的 命题 ， 更 严格 地 说 , 了 P(n) 是 一 个 谓 
词 , 4 是 变 项 , 它 在 论 域 “ 某 些 连 续 整 数 中 变动 ， 于 是 数学 归 
: 纳 法 写成 谓词 推理 的 形式 就 应 是 ， 

Pko), Vn(POW>P n+l)) SVL o> ho) > "(0)], 


这 里 “wv 之 ko” 表示 谓词 “ 变 项 w 之 ko”. 

在 多 个 限 词 先后 同时 出 现在 一 个 谓词 中 时 ， 除 了 运用 规 
律 (6. 了 的 (1°) 外 ,还 有 下 列 补充 : 

(I°°) VeVvyP(w%, YYyVeP (%, Y) 

1 一 Yo3ayP(e， 人 办 一 3z3yP(z， 人 办 。 
这 是 因为 “YeYyP(w, 9) 为 真 ” 说明 对 一 切 固定 的 w y 及 命 
题 Plz, y) 都 为 真 ,，“3yYzP(w, 0) 为 真 ”说 明 有 某 个 yo, 对 
一 切 固定 的 %, 命题 P(w, yo) 都 为 真 ,“VYz3yP(z，9) 为 真 ” 
说 明 对 一 切 固定 的 z， 存 在 一 个 y(w) (y 依赖 于 z， 所 以 记 为 
了 yw)), 命题 PCw, y(w)) 为 真 , 最 后 “3w3yP(w, ) 为 真 说 
骨 有 一 对 (w', 四 ), 使 (lw, 扩 ) 为 真 ， 由 以 上 解释 的 含义 知 
规律 I”*) 的 成 立 是 易于 看 出 的 . 

以 上 的 各 种 限 词 转换 后 ， 出 现 的 区 涵 关系 ,可 画 成 下 面 
独 示 的 形式 : 
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3zVYy 一 Yy3z 


A 太 
Vrvy Jr3y 
直 二 
Yovr 习习 2 
3yVxz 一 >Yz 习 V 


【 例 4]】 证 明 下 述 论断 的 正确 性 ; | 
有 些 病人 喜欢 一 切 医生 , 但 是 没有 一 个 病人 喜欢 庸 医 , 因 . 
此 凡 医 生 都 不 是 庸 医 . 
和解 : 令 
了 (w) 表示 “% 是 病人 ”， 
D(y) 表示 “Vy 是 医生 ”， 
Q(y) 表示 “y 是 庸 医 ”， 
工 (w, 9) 表示 他 喜欢 久 。 
那 末 
“有 些 病人 喜欢 一 切 医 生 ”， 即 
Av(P(2) AVyC~DOD VY Ls, 9))) 
=3%(P(2) AVYy(D(Y) >L(%, 力 ))。 
“没有 一 个 病人 喜欢 庸 医 ”, 即 
~ 3zCPGc) ayQY) AZ Y))) 
=V(~P(WV ~3y RY 和 人 工人 Y))) 
Ve[~P(2)V VY (~QY) VY ~ L(y, 9))] 
=Vw[~P()V vy(L(s, D>~Q(Y))]. 
“ 凡 医 生 都 不 是 庸 医 ”, 即 . 
Vy (DY)—>~Q(Y)). 
我 们 把 推理 写成 下 述 “ 表 ”的 直观 形式 ， 
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前 提 
(6.9) 
3z[P(O) AvVY (DAL Es WD)] ee 某 20: 卫 (2o) AVY(D(Y) +L WD) ee 


(6.9) 
vx[~ PO)V vy, VD >~OW J Pe) VVY (了 (2 WD >~D) 
本 | VYy(D(Y) >L(%, Y)) (6.1 人 0) 中 VYy(D(W =>L(s, Y)) 


P(wo) 的 ( 
Ls, Wa~ 
“~P(g0) VVy(L(, oo 0)) 


(6.11) (三 段 论 ) …， VgY 人 D( 人 一 一 9))。 

从 而 得 到 逻辑 结论 :“ 凡 医生 都 不 是 庸 医 "， 但 是 这 个 结论 的 
内 容 却 并 不 一 定 是 正确 的 , 它 只 是 作为 前 提 “ 有 些 病人 喜欢 一 
切 医 生 及 没有 病人 喜欢 庸 医 ”的 逻辑 推论 ， 只 要 前 提 真 , 光 辑 
推论 就 必然 真 。 如 果 这 个 结论 的 内 容 与 日 常 的 认识 不 符合 ， 
那 就 应 该 怀疑 前 提 内 容 的 正确 性 ， 事 实 上 , 本 例 中 前 提 “ 有些 
病人 喜欢 一 切 医生 ”就 是 不 正确 的 .所 以 推 致 结论 不 正确 . 从 
本 例 我 们 可 以 得 到 两 点 启示 : 

1” 他 辑 推论 (不 论 是 命题 逻辑 还 是 谓词 逻辑 ) 只 保证 推 
理 形式 的 正确 性 ， 即 在 某 些 前 提成 立 下 必然 保证 逻辑 结论 成 
立 , 但 丝毫 不 涉及 前 提 与 结论 的 内 容 是 否 合理 . 

2” 如 果 如 辑 结论 的 内 容 不 合理 ， 那 就 必然 能 在 前 所 中 全 
到 不 合理 的 内 容 ， 

*[ 例 5 从 下 列 前 提 分 析 可 以 得 到 什么 样 的 逻辑 结论 ? 

(1) 只 有 确信 为 正确 的 定理 才 可 能 是 重要 的 ; 

(2) 在 牛顿 的 工作 中 , 证 明 都 是 直观 的 ; 

(3)》 不 严格 的 证 明 不 能 确信 其 正确 性 ; 

(4) 第 一 流 的 数学 家 至 少 证 明了 一 个 重要 的 定理 ; . 

(5) 严格 的 证 明 不 可 以 引用 直观 的 论据 .。 

解 ， 令 z 表示 “一 个 定理 ”， 

T(z) 表示 “xz 是 重要 的 ”， 
C(z) 表示 “z 是 确信 为 正确 的 ”。 
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(xz) 表示 “2 是 牛顿 证 明 的 ”， 
五 (z) 表示 人 的 证 明 是 直观 的 ”， 
y 玫 示 “一 个 数学 家 ”， 表示“ 牛顿” 
gy(z) 表示 “定理 4 是 数学 家 y 所 证 明 的 ”， 
m(y) 表示 “y 是 第 一 流 数 学 家 ”， 
R(x) 表示 “z 的 和 证明 是 严格 的 ”， 
于 是 五 个 前 提 (1) ~ (5) 分 别 表示 为 
(人 Ve(1 (2)—>0(7)). 
(2) VrCN(e) H(z)) Yr(~H() > ~N (2)). 
(3) YrC~R(2)—> ~C(2))=Ve(O (2) > RC)). 
(和 VyCm(y) 32 92) AT(2))) mW) > IzN (zr) ATCc))。 
(5) Ya(H(z)>~R(r))= Vr(R(O) > ~H(X)). 
我 们 要 证 明 逻 辑 结论 “牛顿 不 是 第 一 流 的 数学 家 ”, 即 ~m(N). 
用 反 证 法 , 假定 结论 不 对 , 那 末 四 (N) 成 立 ; 由 (4) 及 (6.1) 中 的 
(Ls) 可 知 : 3z(W(z) AT(z)) 成 立 ( 真 ), 所 以 存在 某 个 zo, 使 NCxo) A- 
I(zo) 成 立 ; 但 另 一 方面 , 由 (1): T(zo)>0(zo) 成 立 ; 由 (3): CCzo)~> 
五 (zo) 成 立 ; 由 ( 辐 : 已 (zo) 一 一 互 (co) 成 立 ; 由 (3): ~H(z0)-> ~N(zo) 
成 立 。 因 而 多 次 应 用 三 段 论 法 (6.1) 中 的 (L3) 可 知 ; T(zo)~> 一 NGzo) 
成 立 ， 这 与 本 (zo) AT(ze) 成 立 相 矛盾 ,因为 
I(¢0)—> ~N(o) 
N (zo) 
1 (zo) 
“NCz0) A ~N (ro) =0. 


这 里 所 以 会 导致 矛盾 0 ( 远 辑 不 可 能 事件 ), 就 是 因为 我 们 预先 假设 
了 mW 成 立 ， 因 此 , 结论 是 ~m(N), 即 “ 牛 顿 不 是 第 一 流 的 数学 
家 ”. 

这 个 例子 与 上 例 一 样 ,作为 前 提 的 推论 而 得 到 的 逻辑 结论 是 无 误 
的 , 但 其 内 容 是 不 合理 的 , 因为 众所周知 ， 牛 顿 是 第 一 流 的 数学 家 .这 
里 之 所 以 会 出 现 不 合理 的 结论 , 其 原因 在 于 前 提 ( 约 不 合理 , 它 断 言 “第 
一 流 的 数学 家 至 少 证 明了 一 个 重要 定理 ”。 而 事实 并 非 如 此 , 有 些 第 一 
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流 数 学 家 (例如 和 牛顿) 就 是 发 现 了 重要 定理 , 但 并 未 给 出 严格 证 明 ; 大 家 
所 熟知 的 哥 德 巴赫 也 是 这 样 一 位 数学 家 ， 
归纳 本 节 要 点 

本 节 的 主要 内 容 是 谓词 ,谓词 公式 的 标准 形 及 谓词 推理 ， 

最 简单 的 谓词 可 以 看 成 是 带 有 一 些 “ 参 量 一 一 变 项 的 
“命题 只 有 把 这 些 变 项 给 以 固定 值 或 者 用 “ 泛 指 限 词 ” V、 
' 特 指 限 词 ” 习 等 加 以 约束 起 来 , 才能 成 为 真正 的 命题 ， 在 对 
偶 律 及 一 些 其 他 的 规律 中 ， 限 词 V、 习 分 别 与 运算 人 A、Y 相 

较 复 杂 的 谓词 中 的 “人 参量 "可 以 是 变 项 的 “函数 ”. 

把 谓词 公式 化 成 标准 形 是 一 种 可 以 用 计算 机 判别 谓词 亿 

等 式 的 办 法 . 

在 一 些 前 提 下 的 逻辑 推论 实际 上 也 是 一 种 谓词 恒等式 
CBA… 人 和 万 一 8 即 互 : 入 … 和 人 万 ,入 ~8s=0， 因 此 在 原 财 
上 也 可 以 通过 化 成 标准 形 的 办 法 用 计算 机 来 判断 。 但 是 ， 使 
用 一 些 简单 的 推理 规律 [例如 三 段 论 , (4. 了 中 的 (DD) ~ (Zeo)， 
(6.1) 6.1)( 即 (~(VIHIT)) 等 ] 可 以 使 推理 过 程 更 为 
简捷 . 

逻辑 推理 形式 的 正确 性 与 命题 或 谓词 本 身 的 含义 无 关 ， 
它 只 讨论 在 某 些 前 提 下 有 什么 结论 ， 


习 题 2.6 


1 工 ， 把 下 列 句 子 表 达成 谓词 的 形式 : 
GD 有 且 只 有 一 个 偶 质 数 ; 
(2) 火车 比 某 些 汽 车 快 ; 
(3) 有 些 汽车 比 任何 火车 都 慢 ， 但 至 少 有 一 列 火 车 比 一 切 汽 车 都 
快 ; 
(4) ?一 2 当 且 仅 当 w=V3 或 z= 一 V3 时 才 成 立 . 
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。 试用 Y、 习 、 逮 辑 运算 及 适当 的 谓词 来 表达 限 词 3! 所 限定 的 ， 
刁 !cP(c) . 
， 证 明 下 列 软 辑 等 价 式 或 逻辑 推论 关系 : 
OD Vr(p> (7)) p> VIO); 
(2) 32P(z) A Vr (一 30CPCC) QF)); 
(3) ~ (AzP(2) AQY)) TI) Pr) = ~ OY)); 
(4) Ya(P(z) VY OC7)) A Yr~P(r) IQ). 
， 若 论 域 吕 是 有 限 集 ,试验 证 下 列 关系 ( 变 项 zy 取 自 外) 
(DD Az Pv) AQ2)) AP) A IrQ 7); 
(2) VYz(P(T)OQOC) AVIPE) OYTO LT); 
(3) VaVy(P(r)V O(Yy))=VrP(r) VY VyQ YY), 
YrVy (PT) AQ(Y)) = VeP(r) A VYQ(Y); 
(4) ar3y Pr) A YQ(Y)) IrP 7); 
(5) 3zdy (Pz) >0Y)) YrP 7) > Jy (Y), 
VrVy P(X) >YY))=3rP(7) > YYQ CY). 
， 把 YxP(o) 一 3xzg(z) 化 成 标准 形 . 
， 试 判别 下 述 关 系 中 哪些 是 正确 的 ? 
(1) Vr( Pz)~—>Q(7)) VeP rs) > YrQ (rT); 
(2) VzP(2)—> Vr@ (TIYT (P(r) (7)); 
(3) Vi(P(2)—> (2)) IrP (2) > YY (2); 
(4) IrP(z) > VrO 2) IVP > YIQ (7). 
， 所 有 的 三 角 函 数 都 是 周期 函数 , 一 切 周期 函数 都 是 连续 画 数 , 由 此 
能 推出 什么 逻辑 结论 ? 这 个 结论 的 内 容 是 否 合理 ? 为 什么 ? 


第 二 章 小 结 


本 章 主 要 讲 了 下 述 问 题 , 

， 由 简单 命题 构成 复合 命题 有 正 反 两 个 问题 . 

正 问题 : 求 复合 命题 的 真 假 表 ; 

反问 题 : 求 具 有 给 定 真 候 表 的 复合 命题 (设计 间 题 )， 
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， 运算 VYV ,人 ,~~, 闻 ,9 及 其 合 义 ,前 三 个 是 基础 . 

.命题 的 化 简 , 标准 形 及 逻辑 等 价 . 

. 恒 真 命题 及 恒 候 命题 的 特殊 作用 . 

.判断 一 个 推理 形式 (不 管 被 推理 的 内 容 ) 是 否 正确 . 

. 归纳 的 方法 . 

。 谓词 .谓词 与 命题 的 比较 ， 把 谓词 约束 成 命题 的 各 种 方 
式 , 判断 一 个 带 有 谓词 的 推理 形式 是 否 正 确 . 


J 人 NEN 
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第 三 齐 


关系 .映射 与 运算 


”本 章 介 绍 一 些 基本 的 数学 概念 .在 我 们 研究 其 些 实际 问 
题 的 数量 或 类 似 于 数量 的 关系 时 , 常常 会 遇 到 这 些 概念 . 它 
们 涉及 诸如 ; 在 同一 个 集合 中 , 每 两 个 元 素 之 间 是 否 符合 某 种 
给 定 的 关系 ; 两 个 集合 之 间 的 某 种 对 应 关系 及 其 性 质 ; 按照 某 
种 指定 的 要 求 给 出 元 素 间 的 一 种 “运算 ， 并 研究 它 所 满足 的 
规律 等 等 问题 . 


第 一 节 关系 、 关 系 的 表示 与 关系 间 的 运算 


1.1 集合 症 内 的 关系 


设 有 一 个 全 集 于 , 我 们 暂 不 假定 它 是 有 限 集 ， 与 有 限 集 

的 情形 完全 类 似 地 可 以 定义 它 的 笛 卡 儿 乘积 : 
和 xX 及 ={(%, Y) |zE £, YE TY}, 

例如 写 = 全 体 实数 ( 即 实 轴 RR), 则 忆 x 互 为 实 平面 , 系 X 马 
中 的 任 一 个 元 素 (z, 四 表 示 在 平面 上 坐标 为 (z, 四 的 点 . 

在 革 为 有 限 集 时 , 了 x 天 的 舍 义 在 第 一 章 中 己 经 阐述 
清楚 了 . 

对 于 太 中 的 两 个 元 素 % 与 y, 我 们 常常 需要 考虑 它们 之 
间 是 否 满足 某 个 确定 的 关系 ,例如 当 卫 =R 时 , 关系 “<<” 示 
示 “w<y ”关系 “=” 表 示 “ 和 一， 又 如 “v2 十 六 17， “2 一 
久 一 工 等 也 各 表示 和 和 之 间 的 一 种 关系 ， 又 车 于 表示 某 
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中 学 的 全 体 学 生 , 那 末 , “同年 级 ”就 表示 z 与 y 的 一 种 关系 (4% 
和 y 各 表示 一 个 学 生 ); “同班 ?也 表示 一 种 关系 . “认识 ”是 一 
种 关系 表示 “2 认识 凡 “友好 "也 是 一 种 关系 一 一 表示 
“对 9 友好 ”，… 

为 了 研究 一 个 关系 的 性 质 ， 我 们 需要 把 “ 某 一 个 关系 "到 
底 是 一 个 什么 样 的 数学 对 象 搞 清 楚 , 也 就 是 要 抽象 出 “ 某 一 个 
关系 ”的 数学 实质 来 ， 例 如 , 在 大 家 所 熟悉 的 两 个 实数 之 间 的 
某 些 关 系 中 , 实 轴 鼠 上 的 某 个 关系 常 和 平面 有 x 五 ( 有 了 时 记 成 
RR) 上 某 个 确定 的 图 形 (更 确切 地 说 , 是 如? 的 某 个 子 集 ) 相 联 
系 ,如 

【人 鲍 1]】 关系 和 联系 闲 的 半 平 面 {(%, 9) |z< 作 ); 

关系 = 联系 直线 {(z, 9) |z 一 分 ; 

关系 必 二 人 <<1 联系 圆 盘 { (zx, | 十 六 寺 了 ; 

关系 2 一 仿 =1 联系 双 曲 线 {(%, 9) |o2 一 色 一 二 

我 们 把 某 个 确定 的 关系 用 黑体 拉丁 字母 RS. TT @.、.… 
等 表示 。 此 例 说 明了 ， 给 定 了 一 个 “关系 ”G, 就 知道 了 满足 
这 个 关系 的 和 y 组 成 的 集合 {(z, 胃 ) |z 和 vy 满足 关系 CG}， 
这 个 集合 是 Rx 且 的 一 个 子 集 ， 反 之 , 如 果 任 给 两 个 元 素 x、 
区 所 划 定 的 (2 幼 的 一 个 集合 G( 即 Rx 的 一 个 子 集 ), 那 末 
也 可 以 确定 某 个 关系 @， 即 

认为 2 与 y 有 某 个 关系 G， 只 要 (%, 9) E949. 这 样 , 任 给 
了 zz 和 y, 我 们 都 能 说 出 它 是 否 满 足 关系 6G, 也 就 是 说 : 关系 

完全 由 Rx 的 子 集 G 所 确定 . 

把 上 面 的 例子 作为 背景 ， 我 们 可 以 总 结 出 下 面 较 抽象 的 

定义 1 设 G 为 笠 卡 儿 积 对 x 了 叉 的 一 个 子 集 ， 称 人 G@ 为 
了 他 内 的 一 个 “关系 ” 对 于 任 给 的 x 、yE 卫 ,如 果 (4, 2 EG, 
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则 称 w、Y 有 关系 G@， 记 成 xzGy; 否则 就 称 >、4 不 满足 关系 
G, 记 成 xGy.* 

在 于 为 有 限 集 时 ( 设 肚 ={1, 2, …, ?})， 一 个 关系 尼 
可 以 有 两 种 很 直观 的 表达 方式 ; 

1) 表示 关系 加 的 直观 形象 的 第 一 种 方法 一 一 图 形 法 

把 元 素 1、2、…、% 分 别 用 平面 上 的 % 个 点 表示 ， 如 果 
1R2, 则 从 1 到 2 面 一 条 线 , 并 注 明 1 到 2 的 方向 , 用 由 工 指 


向 2 的 箭头 表示 ; 如 果 还 有 2R1 4 ,0 
则 再 加 一 个 从 2 到 1 的 箭头 ， 如 or 

果 1R1， 则 从 1 画 一 个 带 币 头 的 lL: 4 
图 (这 图 不 经 过 其 它 点 )， 例 如 图 图 341 


83-1 表示 写 ={1, 2, …, 6}, G={(, 1),，(, 2)，(2, 3)， 
(8, 2)，(4, 8)，(5, 晤 }, 由 革 x 导 的 子 集 GQ 确定 的 关系 你 
为 ， 
1G1, 1G2, 2G3, 3G2, 4G3, 5G5. 
并 且 有 
1G3, 1G4, 1G56, 1G6, 2G1, 2G2, 2G4, 
2G65, 2G6, 3G1, 3G8, 3G4, 3G5, 3G6, 
4G1, 4G2, 4G4, 4G5, .…, 
图 8-1 称 为 表示 关系 @G 的 图 形 . 
2) 表示 关系 慷 的 直观 形象 的 第 二 种 方法 一 表格 法 
(结合 答 阵 法 ) 
用 下 面 的 方法 填写 一 个 方形 的 表 ( 方 阵 )， 如 果 1R82,， 则 
在 第 一 行 第 二 列 写 1; 如 果 1 则 在 第 一 行 第 一 列 写 0 一 般 
地 , 如果 iBRj 则 在 第 宇 行 第 了 列 写 1; 如 果 ; 匹 7 则 在 第 4 
9 我 们 故意 把 工 x 了 XX 的 子 集 G 和 关系 G 用 同一 个 记号 表示 , 因为 它们 的 
实质 是 一 样 的 。 
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行 第 了 列 写 0， 于 是 图 3-1 中 的 关系 @ 用 者 


110000 
00 100 0 
010000 
001000 
E 00010 
000000 


它 称 为 表示 关系 尼 的 结合 矩阵 , 记 成 Ar. 
既然 一 个 关系 G 就 是 了 xX 的 一 个 子 集 ， 那 末 和 集合 间 
的 每 一 种 运算 就 能 自动 地 转换 到 关系 之 间 的 一 种 运算 ， 若 关 
系 瑟 G 分 别 为 对 xX 导 的 子 集 , 那 末 
x(FUG)y 当 生 仅 当 (%, Y) EPUG; 
当 且 仅 当 (%, y) EF 或 (w, 9Y) EG 
当 且 仅 当 zzy 或 zCvy， 


w(FNG)Y 当 且 仅 当 zy 且 zCy 
vw(F)y 当 且 仅 当 wy; 
zw(F—G)y 8 仅 当 zFy HzGy. 
空 集合 表示 空 关系 ， 记 为 8 对 于 任何 z, yE 及 ， 都 
有 wly; 全 集 立 x 马 表示 “ 满 ?关系 ， 记 为 四 对 于 一 切入 4 
€ 卫 ,都 有 zy; ( 配 ) 称 为 尼 的 补 关系 . 
定义 2 集合 了 内 的 一 个 关系 尼 如果 满 足 ， 
对 任意 的 4E 了 XY, 均 有 wRz. 
则 称 愉 为 返 身 的 关系 。 
例如 实数 轴 上 的 关系 <<、 宇 、 一 等 都 是 返 身 的 关系 . 
如 果 补 关系 (及 ) 是 返 身 的 ， 网关 关系 到 为 严 椒 不 过 内 的， 
这 时 候 对 一 切 xE 眉 , 均 有 
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Rs. i : 
例如 实数 轴 上 的 关系 <，z 一 y+ 等 都 是 严格 不 返 身 的 
定义 8 集合 并 内 的 一 个 关系 如 如 果 满 足 ， 
只 要 wRy, 就 有 ye 
则 称 吾 为 对 称 的 关系 。 
例如 实数 轴 上 的 关系 2 十 所 1 就 是 对 称 的 关系 、“ 同 年 
级 “同班 ”等 关系 也 是 对 称 的 关系 . 
定义 人 集合 于 内 的 一 个 关系 召 如 果 满 足 ， 
只 要 wRy 和 YRz, 就 有 zBRz, 
则 称 屁 为 传递 的 关系 
”例如 于 为 某 校 金 体 人 员 , 下 内 各 人 之 间 的 亲戚 关系 
《2 是 y 的 亲戚) 就 是 一 个 传递 的 关系 . “同年 级 ”、“ 同 班 ”也 
都 是 传递 的 关系 。 又 如 令 于 为 集合 召 的 全 体 子 集 , 每 一 个 
子 集 作为 和 的 一 个 元 素 ， 那 末 集 合 的 C 关系 就 是 一 个 传递 
的 关系 . 
定义 5 集合 马 内 的 一 个 关系 五 如果 满足 . 
只 要 有 xRy 和 yRz 就 必须 有 x 一 y. 
风 称 器 为 反对 称 的 关系 . 
例如 实 轴 上 的 关系 去 ， 就 是 一 个 反对 称 的 关系 ; 关系 = 
是 返 身 的 .对 称 的 ,传递 的 而 且 也 是 反对 称 的 . 
”如果 节 是 有 限 集 {,， 2,…, %}, 则 以 上 性 质 都 可 以 从 图 
形 或 结合 矩阵 中 看 出 来 . . 
、~ 对 表示 关系 屁 的 一 个 图 形 而 言 ; “每 个 点 都 有 一 个 不 经 
过 其 它 点 的 图” 等 价 于 尼 是 返 身 的 ;“ 每 个 点 都 没有 不 经 过 其 
它 点 的 圈 等 价 于 玲 是 严格 不 返 身 的 ; “任意 两 点 间 如 果 有 线 
- 联 着 , 那 就 必须 在 这 线 上 出 现 双向 的 箭头 <>” 等 价 于 及 是 对 
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称 的 ; 不 出 现任 何 带 有 双向 箭头 的 线 等 价 二 如 是 反对 称 的 ; 
“任意 三 点 间 如 出 现 两 条 同方 向 的 线 那 就 必然 在 这 三 点 中 按 
箭头 方向 出 现 第 三 条 同方 向 的 线 \ 从 而 在 这 三 点 中 形成 了 一 
个 按 确 定 方向 转 一 一 顺 时 针 或 者 逆 时 针 一 一 的 一 个 环 ) ”等 
价 于 民 是 传递 的 . 

对 表示 一 个 关系 如 的 结合 矩阵 


Qi11 Qia Gin 


| Gal Qa ‘°° Can 
4 一 bed 0. [LL 


Unl na nn 
(其 中 au 表示 第 纪行 第 j 列 的 数 ，aw 一 0 或 1) 面 言 ， 对 角 线 
(元 素 gn，9as,，…，Qnn 的 全 体 叫 对 角 线 ) 上 都 是 1[ 即 on 一 1 
一 1,2,…,n)] 等 价 于 及 是 返 身 的 ; 如 果 结 合 和 矩阵 4x 满足 ; 当 
4 时，ou 一 cn 则 称 4z 是 对 称 的 结合 矩阵 ， 结 合 矩阵 4 


0 0 工 
的 对 称 性 等 价 于 关系 尼 是 对 称 的 . ml 1 | 就 是 一 
101 
个 对 称 和 矩阵 , 它 同时 也 代表 了 三 个 元 素 之 间 的 一 种 对 称 关 系 
“结合 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 都 是 0” 等 价 于 羽 是 严格 不 返 身 
的 ;“ 结 合 矩 阵 满足 ; 对 ?zj 有 cucx= 0” 等 价 于 关系 尼 是 反 
对 称 的 (因为 当 且 仅 当 此 时 os 与 mr 不 能 同时 为 1， 即 对 不 司 
的 2 与 y 不 能 既 有 cBRy 又 有 yRs); “结合 矩阵 满足 ; 若 i 一 
oux= 了 二 则 必 有 am=1” 等 价 于 尼 是 传递 的 . 
定义 6 集合 卫 内 的 一 个 关系 尼 如 果 是 返 身 的 .对 称 的 
且 传 递 的 , 则 称 尼 为 一 个 等 价 关系 . 
【 例 2】 实数 轴 上 的 关系 “=” 是 等 价 关 系 ; 
若 工 为 平面 上 的 全 体 三 角形 , 那 末 两 个 三 角形 的 相似 关 
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系 是 一 个 等 价 关 系 ,两 个 三 角形 全 等 也 是 一 个 等 价 关系 ; 

车 也 是 平面 上 的 全 体 多 边 形 , 那 末 两 个 多 边 形 面 积 相 等 
是 一 个 等 价 关系 ; 

车 了 为 平面 上 的 全 体 直 线 , 则 两 条 直线 的 平行 关系 是 一 
个 等 价 关 系 , 但 是 两 条 直线 的 垂直 关系 却 不 是 等 价 关 系 , 因为 
垂直 关系 既 不 返 身 又 不 传递 ; 

车 下 是 茶 中 学 的 全 体 学 生 ， 那 末 同 班 关 系 , 同年 级 关系 
都 是 等 价 关 系 ,但 “z 比 y 年 级 高 ” 却 不 是 等 价 关 系 , 因为 它 既 
不 返 身 又 不 对 称 ; 

车 于 为 全 体 谓 词 公式 , 那 末 两 个 谓词 公式 的 逻辑 等 价 关 
系 是 一 个 等 价 关系 . 

由 人 鲍 2 中 的 这 些 例 子 可 以 看 到 ; 在 一 个 等 价 关系 RF,z 
与 y 等 价 就 相当 于 在 某 种 含义 下 “相等 ”比如 说 数 的 相等 ,三 
角形 的 相似 、 全 等 , 多边形 的 面积 相等 , 直线 的 平行 ,学生 的 同 
班 、 同 年 级 , 谓词 公式 的 逻辑 等 价 , … 等 等 ， 按 这 些 关 系 可 以 
把 相同 性 质 的 元 素 一 一 即 具有 这 种 等 价 性 质 的 两 个 元 素 一 一 
分 在 一 个 类 里 ,这样 ,就 可 以 把 站 分 成 许多 互 不 相交 的 类 , 这 
就 是 下 面 的 定义 7 与 定理 1. 

定义 7 若 如 是 集合 屋内 的 一 个 等 价 关 系 , 则 任 给 zE 
之 , 子 集 

{yly€E X, E rRy} 
称 为 包含 2 的 屁 等 价 类 , 记 成 [42] 有 x. 

定理 1 若 玉 是 集合 对 内 的 一 个 等 价 关系 ， 那 来 存在 
开 的 一 个 非 空子 集 类 , 满足 

1) 每 个 子 集 都 是 一 个 吾 等 价 类 ， 在 这 个 等 价 关中 的 任 
意 两 个 元 素 w 9y 都 尼 等 价 , 意 即 zRy; 

2) 对 任意 一 个 元 素 % 必 存在 一 个 上 述 的 子 集 包 含 他 
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3) 任意 两 个 上 述 的 子 集 彼此 不 相交 ， 

【证 】 由 于 尽 是 返 身 的 ， 即 * 玉 rz， 所 以 2E [xz]m， 也 即 
[zj]zs 关 分 

其 次 ， 我 们 证 明 ; 对 zy， 或 者 有 [w]s= [中 r, 或 者 有 
[zjzn [ja=8， 这 是 因为 有 两 种 情况 ， 第 一 种 情况 ， 如 果 
2JRy, 由 如 是 对 称 的 , 所 以 yRw， 对 于 任意 的 2€ [zw]x， 按 定 
. 义 zBRz, 但 由 如 是 传递 的 , 所 以 yRz， 按 民 等 价 类 的 定义 ， 
这 说 明 z€ [yjz, 由 :在 [oa 中 的 任意 性 就 得 到 


[wlrC [yla. 
同 理 可 证 [yj aC [2 。 
因此 [zl]x= [yle. 


第 二 种 情况 , 如 果 zRy, 则 [w] rn [ss 必 为 8. 这 可 以 用 反 证 
法 证 明 ; 如 果 [2] x 人 [y]s 非 空 , 那 末 它 至 少 包含 一 个 元 素 , 例 
如 说 2。 于 是 由 *E [zj 知道 sRz; 又 由 zE fy]s 知 道 yRz. 
另 由 尼 是 对 称 的 知 zRy， 再 由 民 是 传递 的 得 到 wRy， 但 这 
与 开始 的 条 件 xRy 相 矛 盾 ， 因 此 只 能 得 到 结论 
[oj]zn [ylz=6. 

最 后 ， 我 们 把 所 有 重合 的 R 等 价 类 看 成 同 一 个 , 这 样 就 
得 到 一 些 两 两 不 相交 的 召 等 价 类 , 它们 就 是 定理 中 所 要 求 的 
一 些 子 集 , 即 开 的 满足 四 、2)、3) 的 子 集 类 . ] 

定义 8 车 民 是 集合 工 内 的 一 个 等 价 关 系 ， 把 民 等 价 
类 [wj] 看 成 元 素 ( 营 [yja [x]x， 则 认为 [J]a 与 [zls 是 相同 
的 )， 于 是 称 由 这 些 元 素 所 构成 的 集合 为 卫 关于 屁 的 商 集 , 
记 为 肚 /R. 即 

X/R={[s]r|v€E X}. 
{ 例 3】 车 对 = {全体 正 整数 }, 关系 
R={(z, y) 'z 一 y 能 被 3 整除 , xz, yE€ 了 甘 }， 
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那 求 BR 等 价 类 有 
[la= {i, 4, 7, "°}, 
[2]r= {2, 5, 8, *…*}, 
[3]r= {8, 6, 9, …}, 
[= [me， 及 出 
因此 , 商 集 互 / 玉 只 有 三 个 元 素 中 R、[3]a、[3] am 即 
X/R={[l]s, [2]r, [31e}. 


1.2 集合 马 到 了 的 关系 


对 于 两 个 集合 互 、 工 ， 类 似 地 我 们 也 可 以 考虑 了 到 了 
的 某 个 关系 . 

首先 可 以 类 似 地 定义 互 与 工 的 笛 卡 儿 乘 积 

XxY={(, IE X, yET). 
一 般 地 说 ， 
蔗 xP 了 ¥Yx 芋 . 

在 了 节 、 耻 均 为 有 限 集 时 , 我 们 在 第 一 章 中 已 明确 地 指出 
了 这 一 点 . 

【 例 1] 设 式 为 空间 中 的 全 体 直 线 ， 每 条 直线 为 马 的 
一 个 元 素 , 了 为 空间 中 的 全 体 平面 , 每 个 平面 为 了 的 一 个 元 
素 ， 我 们 就 可 以 考虑 马 中 的 某 直 线 是 否 与 了 中 的 某 平面 相 
垂直 的 关系 ， 又 若 互 与 了 分 别 是 某 两 个 学 校 在 校 学 生 的 全 
体 ， 我 们 可 以 考虑 甲 校 学 生 是 否认 识 乙 校 学 生 的 “认识 关系 ” 
等 等 . 

我 们 抽象 地 给 出 下 述 概念 : 

定义 1 笛 卡 儿 积 了 x 了 的 一 个 子 集 呈 称 为 子 到 了 
的 一 个 关系 ; 如 果 对 xE 及 , YE 了 , 有 (wo y) ER, 就 称 w vy 
有 关系 召 ， 记 成 zBRy， 否 则 就 称 z, 9 不 满足 关系 可 记 成 
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wRy. 
在 马 和 了 均 为 有 限 集 时 ， 马 到 了 的 一 个 关系 玉 也 可 
以 有 两 种 直观 的 表达 法 : 
1) 表示 关系 如 的 图 形 法 
把 卫 中 的 每 个 元 素面 成 一 个 点 ， 依 次 从 上 到 下 排 在 左 
3 ” 方 ; 把 了 中 的 每 个 元 素面 成 一 个 点 , 依次 从 


- 。 上 到 下 排 在 右 方 ， 如 果 wRey, 则 从 点 “到 点 

4 y 联 一 条 直线 ， 这 样 就 得 到 BR 的 图 形 者 示 . 

”例如 下 ={2, 4 8}, 了 一 {8, 5 7 9}, 则 图 

s 9 ”3-2 表示 了 一 个 及 到 了 的 关系 'w+y= 质 
图 3-2 数 ”. 


2) 表示 关系 及 的 结合 矩阵 法 
设 卫 = {or 了 一 Ym}， 画 一 个 nn 行 m 
列 的 吉 , 在 第 i; 行 第 j 列 上 记 以 数 ov， 如 果 wRy,, 划 取 ay 一 
1; 如 果 wm 及 yy, 则 取 aw 一 0， 这 个 表 
fa Qa dm 


21 C33 “(am 


gn os nm 
叫做 表示 关系 她 的 结 会 拭 阵 , 记 成 4n, 它 有 % 行 % 列 ， 
例如 图 8-2 中 的 关系 尼 的 结合 矩阵 为 


1 1 0 1 
Azp=[1 0 1 IL. 
1101 


如 果 蒜 到 了 有 两 个 关系 及 和 S, 那 末 我 们 也 可 定义 关 
系 RUS, RNS, (R)SR-S. 
当 于 与 了 都 是 有 限 集 时 ， 我 们 在 下 面 讨 论 由 这 些 运算 
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LA 


yw 


所 得 到 的 关系 的 图 形 与 结合 矩阵 如 何 通 过 絮 与 今 的 图 形 与 
结合 算 阵 表达 出 来 . 

1) 图 形 ” 取 祥 ,了 的 元 素 为 点 , 分 别 排 在 左右 两 边 , 在 
天 和 广 闻 画 上 R 的 图 形 和 瀛 的 图 形 ， 把 屁 图 形 与 S 图形 
重合 的 线 看 成 同一 条 ,就 得 到 RUS 的 图 形 ; 把 RE 图 形 与 S 
图 形 的 公共 线 留 下 , 其 它 线 都 去 掉 , 则 得 到 及 NS 的 图 形 ; 在 
玉 图 形 的 线 中 ,把 重合 于 S 图 形 中 线 的 那些 线 都 去 掉 ， 留 下 
的 就 是 尼 一 仿 的 图 形 ; 把 如 图 形 中 原来 有 联 线 的 都 去 掉 , 在 
没有 联 线 的 =_y(zE 开 ,JET) 两 点 加 上 新 的 联 线 ， 就 得 到 
(天) 的 图 形 . 

2) 结合 矩阵 设 

4 四 

， (tm i<jem); 


ni 。 0 


Di1 ~ on bi 二 0 或 1 . 
4 多 或 


bos bo (<i<n, 1<j<m), 


那 末 ， 当 且 只 当 @;y、0s 中 有 一个 为 1 时, 及 US 的 结合 矩阵 
pus 在 第 4 行 第 了 列 的 元 素 才 是 土 也 就 是 说 ，4aus 在 第 光 
行 第 j 列 的 元 素 应 为 oz 与 by 中 的 较 大 者 , 记 成 max (ws, 0w) 


或 ayV Obs. 
于 是 得 及 US 的 结合 矩阵 | 
QV Ob 2° QimV Dum 
pug 一 (csyV 041) -( : : ) C1 1) 
GniV Bai 2 Gnm\V Onm 
如 果 我 们 定义 矩阵 的 运算 
AxV As= (QiV by), (1.2) 


那 末 
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4aus=4pV As, (1.8) 
同 理 ， 当 且 仅 当 cs 与 25 均 为 1 时 ， 有 由 S 的 结合 矩阵 4pns 
在 第 纪行 第 j 列 的 元 素 才 是 1， 也 就 是 说 4nns 在 第 4 行 第 了 
列 的 元 素 应 为 @ 与 05 中 较 小 的 一 个 ， 记 成 min (cs，05) 或 

2 人 005。 于 是 得 
CE 人 Da aim 人 Dam 
Apns= (Qi A bss) -( : : ) (1.4) 

Oni NDnl “anmA Dnm 


如 果 我 们 定义 矩阵 的 运算 
4R 人 4s= Cas Abs), (1.5) 
那 来 
Apns= Ar 人 \ As, (1.6) 
结合 矩阵 hx 的 元 素 取 0 还 是 取 1 恰好 与 结合 矩阵 Ap 
在 同样 位 置 的 元 素 相 反 , 因此 
上 一 Cd * 工 一 Cdm 
Ax= (1— 3) -( ) (1.7) 
1—am …， 1 — Gnm 
如 果 我 们 定义 结合 矩阵 的 运算 
~ Ap—1— Ar, (1.8) 
其 中 
1 . 1 
0 
1 .1 


是 所 有 元 素 都 是 1 的 结合 矩阵 ， 而 两 个 矩阵 的 减法 是 指 把 相 

同位 置 的 元 素 分 别 相 减 后 得 到 的 新 矩阵 [例如 《az) 一 (82) = 
(oz 一 025)]，, 那 末 

An=~Anr. (4.10) 

最 后 , 我 们 求 两 个 “关系 的 相 减 ” 尼 一 S 的 结合 矩阵 ， 按 

结合 拭 阵 的 定义 ， 当 且 只 当 wy=1 且 5w=0 时 ，Ahxn-s 在 第 4 
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行 第 7 列 的 元 素 才 为 十 所 以 An-s 在 第 “ 行 第 了 列 的 元 过 
应 为 is 减 去 Qi 与 bs 中 的 较 小 者 ， 即 | 


Ap-s™= (ay—ay Aby), | (1.11) 
用 结合 矩阵 的 运算 写 出 , 就 是 
4p_s 一 4p 一 4R 人 4p， (1.12) 


定义 2 若 忆 到 了 有 一 个 关系 加 到 各 有 一 个 关系 
仿 , 那 末 由 对 xZ 上 的 如 下 集合 
{(%, 2 1zE 革 , 2E2 且 存 在 一 个 yEY, 使 ZRy, ySz} 
确定 了 一 个 总 到 2 的 关系 ， 称 为 民 和 全 的 复合 关系 ， 记 成 
RS 
于 是 z(ReS)z 当 且 仅 当 3y E 了 全 zRy, ysS. 
定理 2 车 了 芯 到 了 ,了 到 Z, 攻 到 画 分 别 有 关系 E. 
总 了, 那 末 (RoS)。T,， Ro(SoT 了 ) 是 卫 到 邢 的 关 芭 ,而 且 有 
(RoS)oT- Ro (ST). | 
“ 【证 】 由 定义 2, 我 们 知道 及 :S 是 对 到 2 的 一 个 关系 ， 
So 了 是 天 到 到 的 一 个 关系 .于 是 由 了 是 ZZ 到 歼 的 一 个 关 
系 及 定义 2 知道 ，( 避 -8)。 了 是 三 到 矿 的 一 个 关系 ， 同 理 ， 
由 屁 是 于 到 了 的 一 个 关系 及 定义 2 知道 Ro (So 人) 也 是 天 
到 WW 的 一 个 关系 ， 因 此 它们 都 是 对 x2Z 中 的 一 个 子 集 ， 要 
证 明 这 两 个 关系 是 一 样 的 ， 只 须 说 明 它 们 是 对 xZ 中 的 同一 
个 子 集 就 够 了 ， 按 定义 2: 
(RoS)o T= {(%, w) |zE TF, w EW, 32EZ 
wRoSz, zTw} ={(¢, ww) |r€E F, WEW, 
习 2EZ, 使 3y, zRy, ySz, > ={(¢, w) 
|z€E X, w EW, 3yEY, 3z€EZ, 使 xzRy, 
ySz, z Tiw}. 
同 理 
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Ro(SoT)={(, ww IE X, vwEW, 本 GE 了 
wRy, ySo Tw)} = {(%, w) IE XT, w EW, JyEY 
wRy, B32 使 ySz, zTw} = {(x, w) [mE TX, 
wEW, JyET, FEZ, 使 wRy, ySz, zTw)}, 


所 以 
(ReS)° T= Ro (ST). 1 


定义 8 设 尺 ST 分 别 是 也 到 了 ,了 到 8%,Z 到 矿 的 
关系 , 定义 
RoSo T= (RoS) oT(= Ro (SoT)). 
如 果 玉 = {ox 23 Wn} 了 了 == ym} ZZ = {vy 
， y, & 。“" 久 } 均 是 有 限 集 R、S 分 别 为 苹 到 
: 人 ? 了 和 了 到 各 的 一 个 关系 下面 讨论 
i 细 RoS 的 图 形 与 结合 矩阵 ; 


i 1) RosS 的 图 形 
” 把 尼 生 的 图 形 并 排 画 在 一 起 (如 
图 33 图 8-8)， 对 任意 mE 卫 , E22, 只 要 mi 


与 丸 之 闻 有 通过 了 中 的 某 个 点 的 折线 , 就 把 wi 与 图 联 起 来 ， 
否则 , 就 不 联 , 这 样 就 从 尼 入 的 图 形 得 到 肪 oS 的 图 形 . 

2) 有 BR。S 的 结合 矩阵 

首先 简要 地 提 一 下 两 个 矩阵 相 乘 的 定义 : 设 有 %Xxm 《如 
n 行 m 列 ) 的 矩阵 


Qt “Cdm 。 
， - 1e&ien 
a2-( : : ) (i) 


Qn Ow 


及 mx 以 即 m 行 71 列 ) 的 矩阵 


bi1 ”°° by i<j<m 
5-GD-( ) (< 
Omni “°° Drm ~ 
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其 中 cu， bn 是 任意 实数 ， 
我 们 定义 


aa 


428 一 (co) -( : 1<b<) 


Cnl Cn 
其 中 ， 
Ciw = 襄 aybn, (1.14) 


ye 
se oe 
ea 


及 BA. 设 A4B 是 nx? (即行 ? 列 ) 纺 阵 和 如果 那 末 
4 是 ”xz 和 矩阵 (或 称 % 阶 矩 阵 , 或 称 % 阶 方 阵 ) ， 这 时 候 B 
是 色 Xz 矩阵, 而 4 是 nxm 年 阵 , B 的 列 数 % 恰 等 于 4 的 
行 数 ww 于 是 B4 就 也 有 意义 ， 但 这 时 候 BA 是 mxm 和 矩阵 
〈 邯 公 阶 和 矩阵 ) ,所 以 还 谈 不 上 讨论 B4 是 否 等 于 48 的 问题 ， 
如 果 进 一 步 假 定 4，B 都 是 %% 阶 矩阵 ( 即 n= 一 m 一 站 ， 那 末 
4B,， BA 均 有 意义 ,而 且 都 是 % 阶 矩阵 ， 它 们 是 否 相 等 呢 [ 即 
它们 在 同一 位 置 (例如 在 任意 的 第 宇 行 第 了 列 上 ) 的 元 素 (或 
称 分 量 ) 是否 完全 一 样 ]? 

两 个 和 矩阵 如 果 有 相同 的 行 数 及 相同 的 列 数 ， 如 果 它 们 在 
同一 位 置 上 (例如 在 任意 的 第 之 行 第 了 列 上 ) 的 元 素 完 全 一 
样 , 则 称 这 两 个 矩阵 相等, 用 “= ”表示 。 

2 阶 和 矩阵 4 和 B 一 般 说 来 

ABz BA., 
只 有 极 少数 特殊 形式 的 4 各 才 可 能 得 到 48B= B4， 
” 关于 矩阵 乘法 的 详细 讨论 ， 可 参阅 本 丛书 中 的 < 高 等 代数 >。 
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对 于 两 个 行 数 一 样 、 列 数 也 是 一 样 的 矩阵 , 还 可 以 定义 烘 
减法 及 运算 VY ， 人， 例如 车 4、B 部 是 %xm 窍 阵 … 


G1 OA Da bim 
4-( : : ) 2 : : ) 
Unl nm Dat 7 Onm 
则 定义 
: at 土 D 1 Qim 寺 Dim 
4+2-( : : ) 
Cnt 二 Dr ，…， Gam 土 Dam /7 
1 wauAD mA Dim \. . 
Cal 人 Dnt “ “ Qnm 人 Dnm . 
QUVO ‘GimV Oim 四 
4vz-( : : ) (1,16% 
. Qnr VY On1 机 Gnm Y Onm ; ; 
”有 了 矩阵 加 减法 和 乘法 的 定义 后 ,我 们 可 以 证 明 
命题 1 尽 。S 的 结合 年 阵 
7 Arnal {Ard VO, (1.16) 
(其 中 1 为 nxi 和 矩阵 , 它 的 元 素 均 为 1; 0 为 nxi 算 阵 , 它 的 
元 素 均 为 0,) 
【证 】 设 4g=(@w), 4s= C0) (1l<i<n; ll<j<m 1 
£<D), | 


du at . CO oo O01 
Aps={ : : ) 4p4s 一 | : : ) 
On “4 dn - Cal “On 


那 末 按 尼 。AS 的 定义 ， 当 且 只 当 在 在 一 个 j(L<j<m) 使 aw~ 
bn 一 时， 有 dn 一 1; 男 一 方面 , 当 和 且 仪 当 存 在 一 个 j(1<j< 
mm) 使 @y 一 bm 一 1 时， 有 cw 之 1， 即 1—oxr<0, 因而 (1 一 0m) Vv 
0 一 0, 从 而 1 一 ((1~ew) V0) =1l， 这 说 明 
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1- [(1—AzAs) V0] = (da) =4ns 了 
. RoS 的 结合 矩阵 Ans 还 有 另 一 种 表示 方法 ， 我 们 先 定义 
两 个 矩阵 4(nxm) 及 Blm xD) 的 一 种 运算 “o”， 


CI .QIm Dl bi 
# 4 : : ) a-( : : ) 
Cn Sen Unm Dmnt DEA Om 


Cu “+ Cu | - 

4 : 可 ) (nxD), (1.17) 
| Cat “*"* Cn 

其 中 四 | 

Ci -V (CC 人 Di 一 (oa 人 ba Y…VY (Gim MN Dmy). (1.18) 


注意 ”矩阵 运算 4o 克 与 4 有 有 一 点 相 象 :车 


co 
4 ) 

oo Ch / ， 
那 末 由 4B 的 定义 ,有 i 

Cin— > qd, 
对 比 一 下 cm 与 cx 就 能 发 现 把 cx 中 的 乘 与 分 别 用 人 (水 
辑 乘 , 即 取 较 小 者 ) 与 V (逻辑 加 , 即 取 较 大 者 ) 代 换 后 ,就 得 到 
Ck, | 加 
4nos 的 第 二 种 表达 公式 则 为 
命题 2 ， 
” .Apog = Ano hs. : (1.19) 
.【 证 】 按 民 oS 的 定义 ，hnos 在 第 二 行 第 五 列 的 元 素 当 

且 仅 当 存 在 一 个 j}7 UL<j<m) 使 一 0 一 时 , 才 等 于 1, 因 
此 它 恰 是 
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M (cr 人 和 人 2， 了 


当 筷 = 六 时 , 玉 到 7 的 一 个 关系 就 是 且 内 的 一 个 关 
系 . 四 
设 恕 、 5S 都 是 站 内 的 关系 ， 这 时 有 oS 和 Se 尼 均 有 意 


Y 日 一 
义 ,但 一 般 说 来 ReSyS.R, 


例如 了 ={1, 2, 8, 4}, 
R={(2, 1), (2, 8), (4, 8)}, 
S={(1, 2), (2, 1), (2, 4), (4, 4)}, 
那 末 ReS={(2, 2)}; 
SoR={(, 1), (1, 8), (2, 3), (4, 8)}, 
所 以 RoSs SoR. 
这 个 例子 同时 也 说 明 : 如 果 4、B 都 是 % 阶 矩阵 , 那 末 一 


般 说 来 
AB* BoAd., 
另 一 方面 ,如 果 屁 、S、 了 分 别 是 卫 到 了 ,了 到 2Z,Z 到 
栈 的 关系 , 且 及、 了 、Z、 画 均 为 有 限 集 , 那 来 由 定理 2 就 知 
道 : 结合 年 阵 对 运算 “。”" 满 足 "结合 律 ”， 
(ApoAg)oAr= Apo (Aso Ar), (1.20) 
因此 可 写成 Apo AgoAz. 
定义 4 车 中 为 革 内 的 一 个 关系 ,我 们 定义 子 内 的 关 
系 BR，…，R",，…，R+ 分 别 为 
Ee’- RR, . , ER"=— RR ... 
R+_ RURU ReU.. 
(好 人 Y) ER+ 当 且 仅 当 存在 mm > 二 使 (%, 9) € R")。 
关系 R! 称 为 关系 尼 在 卫 内 的 传递 闲 包 
由 定理 2, 我们 有 BR"oeR"-R"+". 
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定义 5 车 尼 为 对 到 了 的 一 个 关系 则 了 到 了 的 下 
述 关 系 ( 了 了 X 互 的 子 集 ) 
{(y, 2) 1yEY, wEX, wRy} 
称 为 屁 的 送 关 系 , 记 为 尼 +， 也 就 是 说 
% 民 -7 当 上 县 仅 当 zy. 
须 注 意 : 及 是 对 到 了 的 关系 ,而 尼 !1 是 了 到 叉 的 关系 。 
显然 ， 
(R-1) -1—R. (1.21) 
这 是 因为 (如 全- 式 也 是 互 到 了 的 关系 , 且 对 于 任意 的 zxE 冻 ， 
yE7 了 ,有 
oR ) -ymyBR rorRy. 
所 以 (BR) 与 请 是 一 样 的 . 


- 在 卫 、 了 均 为 有 限 集 yj 
时 ， 逆 关系 如 二 的 图 形 得 oy ye / 
自 把 且 的 图 形 中 了 的 点 ” J W | 
的 位 置 和 并 的 点 的 位 置 。， 加 
相对 换 , 例如 图 8-4. (RR 的 图 ) ”下 - 的 图) 

逆 关 系 屁 ? 的 结合 答 4 


阵 Aga: 在 图 8-4 中, 尼 的 结合 矩阵 


为 
1000 
1001 


而 及! 的 结合 矩阵 为 


A 一 


OO 
© HO 
COC Or 
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我 们 可 以 看 到 把 4n 的 行 变 成 列 , 列 变 成 行 后 就 得 到 4na. 一 
般 情形 也 是 这 样 . 
从 把 一 个 % xmm 和 矩阵 4 的 行 变 成 列 ， 列 变 成 行 所 得 到 的 
m 行 % 列 矩阵 叫做 4 的 转 置 埠 阵 , 记 为 47， 
所 以 BR-! 的 结合 矩阵 
4 (Ap)”. (1.22) 


定理 8 若 尺 、S 分 别 是 由 卫 到 了 和 了 到 2 的 关系 


那 末 
(RoS) l=S-1oR 
【证 】 对 任意 的 zE 开 , zE€2 而 言 ,由 定义 
(RoS)-iroEr (RoS)z 
SIy, Ry, ySz 
Oy, yR1y, zS-1y 
«208"10 R-1)z., 
由 2 的 任意 性 可 知 : (RoS) =S oR 】 - 
推论 ” 若 定 理 3 中 的 子 、 了 、Z 都 是 有 限 集 , 那 末 
Akes = ABoAE, 
【证 】 由 定理 2 及 复合 关系 的 结合 矩阵 表达 式 , 有 
48 一 AlRog)- = AgioR! = Ag1° rp — AgoAE, 了 
定义 6 设 民 .SS 均 为 子 到 了 的 关系 ,如 果 它 们 作为 芋 
Xx 了 的 子 集 , 有 
RcS, 
则 称 关 系 好 将 活 关 系 S， 意 即 : 对 于 x%EX,， VE ,只 要 wy 
有 民 关 系 , 则 它们 一 定 有 六 关系 [也 就 是 ; 
车 zBRy, 则 vwSy(V (zr, 9) EX XY)]. 
作 一 个 直观 的 比喻 ， 例 如 : 召 是 “同班 "关系, S 是 “同年 
级 ”关系 . 
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[| 


显然 , 玉 = 人 等 价 于 亚 CS 且 SC 开 ， 此 外 ,还 有 


Re SeS-1c R-:, (1.28) 
(RUS)-1= R-1U S-1, (1.24) 
(RNS)-!= R-:NS-, (1.25) 
(BR)-1= (RD; (1.26) 
(R—S)-1~ R11—S-1 (1.27) 
这 些 等 式 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 ， 
定理 4 如 果 尼 是 集 怀 内 的 一 个 关系 , 那 末 B+ 是 包含 
民 的 最 小 传递 关系 , 即 


(D RR+ 是 传递 的 ， 
(2) 对 任意 一 个 满足 有 RCS 的 传递 关系 S,， 均 有 
Ri+cs. 
【证 】 (CD 如 果 w、y、zE Rt!+， 满足 zR1y, yR1z, 那 末 
由 及 + 的 定义 , zBR'y 等 价 于 存在 一 个 m, 使 zxR”y, yR'z 等 
价 于 存在 一 个 罗 使 y 民 2 因此 zw(R"oR")z, 即 zR"imz. 但 是 
Rr"mCRt, 于 是 zRiz， 这 就 是 说 , RR+ 是 传递 的 ， 
《2) 的 证 明 ， 对 任意 的 wyE 互 ， 如果 xRty, 也 就 是 ; 存 
在 某 个 % 使 zR"y, 那 末 按 R" 的 定义 可 知 ; 存在 cz， …， zn_1 
CZ, 使 
wRhz, vBRra, .…, wn_iBRy. 
但 是 由 RCS 立刻 可 知 
wvIw, viSra, ta re, ., tn_1SYy, 
再 由 SS 是 传递 的 , 就 能 得 到 
zy 
综合 起 来 ,我们 得 到 , 由 wRty 就 能 推出 xSy， 这 说 明 
REics, ] 
定义 ?9 蒜 内 的 一 个 返 身 、 反 对 称 、 和 传递 的 关系 尽 ， 称 为 
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半 序 关系 ,简称 站 序 。 有 时 为 明确 起 兄 , 把 如 记 成 “< 二” 
给 定 了 某 个 半 序 “<” 后 的 肚 , 称 为 半 序 集 , 半 序 集 记 为 
(X, <). 
《注意 任 给 ww YE 及 ,未 必 一 定 有 vw<y 或 y<%,) 
如 果 半 序 集 (和 ,<) 满 足 :“ 对 任意 的 mw YE 卫 ， 要 么 有 
w<y, 要 么 有 Yy<29， 则 称 “<” 为 会 序 , ( 尺 , <<) 为 全 序 集 . 
【 例 2】 设 4 为 任意 一 个 集合 ， 令 王 为 4 的 全 体 子 集 
. 组 成 的 新 集合 ,4 的 每 个 子 集 都 是 开 的 一 个 元 素 , 则 子 集 间 
的 包含 关系 “C” 就 导出 了 了 内 的 一 个 半 序 关系 . 
【 例 8】 车 于 是 大 于 1 的 全 体 自然 数 , 如 果 %% 能 整除 mm。 
则 定义 mn<m, 这 样 “<” 就 使 互 成 为 半 序 集 ( 卫 ,<)， 
【 例 4] 一 个 常见 的 例子 一 一 字典 序 、 设 且 是 全 体 实 
数 ， 荆 一 Rx RR， 在 对 内 定义 字典 序 D; 对 Cw, ga) ERXR 
及 (oa ya) ERBRxR， 定 义 (位 ， 扩 ) 到 (oa ya) 当 且 仅 当 1 过 w2 
成 立 或 者 虽然 名 一 zo, 但 是 yi.<ya 成 立 . 
字典 序 妃 是 xR 上 的 一 个 全 序 ， 应 用 字典 序 的 想法 
就 可 以 对 全 体 复数 给 一 个 全 序 . 
这 种 字典 序 可 以 推广 至 了 Rx RxR( 记 成 Ba), 直至 
一 般 卫 =Br" 情形 . 
有 限 半 序 集 了 可 以 有 一 种 比 它 作为 一 个 关系 而 得 到 的 
sg 图 形 更 直观 的 表达 方式 ， 
把 革 中 的 元 素 记 成 点 ， 如 果 wy 
4 A / 则 把 点 y 画 在 上 面 ,而 把 点 " 画 在 下 面 , 按 


这 样 的 方法 ， 把 的 所 有 元 素 画 在 平面 
” ”5 了 上 ,有 “<” 关 系 的 两 个 点 用 线 联 上 ,这样 得 
3 到 的 图 称 为 半 序 集 ( 信 ， <) 的 海 色 图 ， 
【 例 5】 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12}, wx<y 表 
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示 zz 能 整除 y, 那 末 (ZX, 和) 的 海 色 图 如 图 3-5. 
洲 纳 本 节 要 点 
互 到 了 的 一 个 关系 如 就 是 王 x 了 的 一 个 子 集 , 因此 集 
- 合 间 的 一 些 运 算 和 运算 规律 就 自动 地 转化 到 关系 间 的 运算 和 
运算 规律 . 
除了 这 些 运算 外 ,还 有 复合 关系 、 北 关系 . 
”” 当 所 涉及 的 集合 均 为 有 限 集 时 , 关系 如 可 用 图 形 或 结合 
矩阵 4z 表示 .结合 矩阵 与 运算 之 间 的 关系 为 
Anus— ApV As; 
Apna—ApM\As 
As=~Ap=1— Ar; 
Ap_s=Ap— Ap\As; 
dns 一 4podsi 
Ap-: ~ 48。 | 
需要 特别 注意 的 是 ; 遇 到 的 关系 是 从 什么 集合 到 什么 集合 的 ? 
两 个 关系 能 不 能 进行 某 种 运算 (例如 U，。 … 等 )? 
另外 , 矩阵 运算 4V B, 4 入 B,~4,，A。B，Ah? 等 在 什么 
条 件 (或 不 需要 条 件 ) 下 可 以 进行 ?它们 的 含义 是 什么 ?这 也 是 
有 一 类 关系 很 重要 , 就 是 等 价 关 系 , 有 了 一 个 等 价 关系 ， 
就 可 以 把 所 考虑 的 集合 互 内 的 元 素 进行 分 类 . 
半 序 关系 就 是 “大 小 "关系 , 但 与 通常 的 大 小 有 点 差别 , 即 
-并 不 是 任意 两 个 元 素 都 能 讨论 大 小 ， 所 以 半 序 关系 是 大 小 关 
系 的 推广 .， 


习 题 8.1 
寺 。 证 明 若 BR、S 均 为 全 内 的 等 价 关 系 , 则 RNS 也 是 各 内 的 等 价 关 


一 145 一 


2. 设 屋 = 位 2, 3, 分 内 有 一 个 关系 
R={(1, 2), (4, 3), (2, 2), (2, 1), (3, 1)}. 
间 及 是 否 传 递 ?如 果 不 传递 , 则 能 不 能 找到 一 个 传递 关系 Ry 使 民 
cC Ri(“C” 见 定义 6)? 这 样 的 Bi 是否 只 有 一 个 ? 
3. 若 关 = 全 , 2, 3, 4, 5, 6, 7}， 间 关系 
RR 一 {(z, y) lz 一 y 是 3 的 倍数 } 
是 否 为 等 价 关系 ? 试 画 出 它 的 图 形 , 并 写 出 它 的 结合 矩阵 ， 你 能 发 
现 这 图 形 和 结合 矩阵 有 什么 特点 ? 
4， 设 有 靖 个 命题 mi …，pw 令 它们 所 组 成 的 任意 一 个 复合 命题 为 一 
个 元 素 , 全 体 元 素 组 成 集合 X( 可 能 是 无 限 集 ) .证 明 在 了 X 内 逻辑 等 
价 是 一 个 等 价 关系 ， 并 说 明 及 按 这 个 等 价 关系 分 类 后 , 一共 只 有 
有 限 个 等 价 类 ( 即 商 集 有 有 限 个 元 素 )、 [提示 : 考虑 第 一 标准 形 ,] 
5. 设 叉 为 全 体 有 序 的 正 整数 对 ， 在 六 内 定义 关系 
R={CC, ), (u, Nw, Y) EX, (u, v) EX, rv=yu}. 
问 BR 是 不 是 等 价 关系 ? 
6. 试 找 一 个 集合 卫 = 刁 , 2, 3, 和 引 内 的 等 价 关系 ,使 1, 2 分 在 一 个 
等 价 类 ; 4, 5 分 在 另 一 个 等 价 类 ; 但 3 自 成 一 类 . 
7, 设 卫 为 全 体 自然 数 ，m 为 一 个 正 整数 ,定义 也 内 的 “ 模 % 等 价 关 
(mod m) 
系 ”《 记 成 ”三 ) 为 
《 


mod m) 
三 二 {(z, Y) [2 一 y 能 被 四 整除 } ， 


(mod (mod m) (mod m) 
证 明 : 三 中 趾 等 价 关系 ,而 且 ,车 异 至 Yl 2%9 吾 Ya 则 2 十 
(mod 1m) (mod m) 
WX» 三 1+y9, WIT 三 Ya 


8. 若 及 = 入, 2, 3, 4, 5} 内 有 关系 
R={(1, 2), (2, 2), (3, 4)}, 
S={(1, 3), (2, 5), (3, 14), (4, 2)}, 
求 RoS, SoR, Ro(SoR), RoR, SoS，R? 的 结合 矩阵。 
. 证明 
(1) RECSOR-lCS-!,; 
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10. 


*11., 


12. 


13. 
14. 


15. 


16. 


17, 


(2) (RUS)-1=R-1YS-!; 

(3) (RNS)-T=R-1NS-!, 

(4) (RB)-1=(RD; 

(5) (R—S)"1=R" -Sl. : 
并 分 别 写 出 (2) ~ (5) 中 关系 的 结合 矩阵 . 
如 果 驴 是 等 价 关 系 , 问 吾 工 是 不 是 等 价 关 系 ? 

若 姓 ，S 均 为 等 价 关 系 , 问 RoS 是 否 一 定 是 等 价 关 系 ? 是 否 一 定 
非 等 价 关 系 ? 若 回答 为 “是 ” 则 予 证 明 ; 若 回答 为 “不 是 ” 则 举 出 反 
例 . 

证 明 : Ro (SUT)=(RoS) U (RoT), (SUT)oR=(SoR)U (To 


“BR); 


Ro(SNT)C(RoS)N (RoT). 
举例 说 明 第 二 个 关系 不 能 是 等 式 . 
求证 存在 及 内 的 一 个 关系 ( 记 成 DD, 对 任意 一 个 全 内 的 关系 BR, 有 
IoR=R, Rol=R. 
此 关系 称 为 也 内 的 恒 同 关系 .| 
设 4cCX, BCY, 令 了 到 了 的 关系 为 
R=4xB., 
间 BR" 二 1 是 什么 ? 
设 4CX, 而 RR 是 也 到 了 的 一 个 关系 , 令 
R[A4]~{yly€Y, 旦 3xeE 4, 使 xRy} 
〈 即 号 4 中 的 某 个 元 素 有 RBR 关系 的 y 元 素 的 全 体 ). 
求证 : RLAUB]= BLA]U RLB]; 
RL[ANBICR[EAIN REB]. 

设 1 为 及 内 的 恒 同 关系 ,求证 : 对 于 六 内 的 一 个 关系 RR， 有 : 

民 R 是 返 身 的 后 ICR; 

RB 是 对 称 的 合 BR 一 RR 

吾 是 传递 的 全 RoRCR; 

RR 是 传递 的 二 B11oBR CR 

BR 是 返 身 且 传递 的 一 Be。BR=BB. 
车 R 是 等 价 关 系 , 4cCZ, 则 4 是 一 个 BR 等 价 类 的 充 要 条 件 是 : 存 
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在 ZE4, 使 4=R[{z}1 其 中 {2} 表 示 只 含 z 一 个 元 素 的 集合 )。 
i18， 设 际 为 有 限 集 ,求证 子 内 的 一 个 关系 BR 是 等 价 关 系 的 充分 必 要 
. 条 件 为 : 存在 两 两 不 交 的 41, …，,41, 使 
(DD) X=A1U AsU U4, 
(2) R=(41X A1) UYU (Ax As) UU (A;x 4A,) 
同时 成 立 。 


第 二 节 映 射 


本 节 讨论 集合 到 集合 之 间 的 一 种 对 应 关系 , 叫做 映射 ,在 
某 种 意义 下 , 它 也 可 以 看 成 是 一 种 特殊 的 关系 
定义 1 如 果 有 一 个 对 应 规律 , 根据 这 个 规律 就 能 对 任 
意 的 zE 子 ,都 能 找 出 唯一 的 一 个 yEY (不 同 的 w 找 到 的 y 也 
可 以 不 同 , 也 可 以 相同 ) 与 它 相 对 应 , 则 称 这 个 对 应 规律 为 一 
个 “映射 "一 般 地 , 用 和 及 … 等 表示 一 个 映射 ， 对 于 映 
射 /， 我 们 把 与 4 相对 应 的 y 记 成 / (2)， 称 为 2 在 映射 下 
的 象 , 是 卫 到 六 的 映射 , 记 成 且 一 > 了 
易 见 ，XX Xx 了 的 子 集合 慌 
F-{(%,/(%)) |2€ X} 
是 一 个 开 到 工 的 关系 , 称 为 映射 三 的 图 条 . 
[后 】 设 耻 是 一 切 命题 组 成 的 集 , 一 人 0, 卫 ， 则 给 命题 
以 逻辑 值 0 或 1 就 是 一 个 映射 
定理 1 福 到 了 的 一 个 关系 是 卫 到 六 的 某 个 映射 / 
区 图 象 的 必要 且 充 分 条 件 为 ， 
对 任意 的 2€ 互 ， 存在 唯一 的 yEY, 使 sFY. 
【证 】 必要 性 ， 若 关系 玉 是 映射 /的 图 象 , 那 来 
F- {(%, f(%) |zEX}. 
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于 是 对 任意 的 wz€ 卫 , z81f(o)， 又 鞭 9VE 工 且 4%zjo)， 网 作 
Fy. 
因此 必要 性 成 立 . 
充分 性 ， 如 果 关 系 鳌 满足: 对 任意 的 %E€ 子 , 存在 唯一 的 
一 个 y, 使 wky, 那 末 , 令 为 对 应 : wx>y, 它 就 是 工 到 了 的. 
一 个 映射 。 由 定义 ,得 
y=f(%). 


F={(%, y) IE X, yEYP, HB why} 
={(%, f (2)) |zE ZX}. 

所 以 五 是 映射 了 的 图 象 . 卫 

注 1 映射 可 以 有 许多 别 的 名 称 , 如 “变换 ”，“ 函 数 ”,“ 对 应 ”,“ 算 
子 ” 等 等 ,实质 上 都 是 一 样 的 , 具体 合 义 在 不 同 的 书本 上 可 能 稍 有 出 入 . 
如 果 芋 是 实数 集 的 一 个 子 集 , 而 了 是 实数 全 体 , 那 末 且 到 了 的 一 个 映 
射 就 是 一 个 普通 的 函数 ， 即 数学 分 析 中 的 函数 , 所 以 ,映射 的 概念 是 普 
通 函数 李 信 的 推广 

注 28 由 定理 卫 我 们 知道 ,给 出 一 个 映射 了 与 给 出 它 的 图 象 也 是 
一 样 的 ,而且 这 个 图 象 就 是 一 个 特殊 的 关系 , 即 满足 条 件 : (了) 一 切 * 都 . 
有 多 使 spy; GO) 对 于 由 只 有 一 个 销 使 sPy, 因此 ,给 出 陵 象 了 与 给 出 
一 个 满足 上 述 条 件 (1) 与 (2) 的 关系 F 是 等 效 的 . 

对 于 sz 到 了 的 一 个 一 般 的 关系 已， 我 们 称 和 中 的 集合 

{zx|3y € Y, rRy} (2.1): 

为 B 的 定义 域 , 记 成 2(R); 称 2(BR 为 BR 的 值 域 , 记 成 YX(R)， 显 然 
有 


因此 


YR)=2BR CY, (2.2) 
对 于 R 的 定义 域 3(R) 中 的 2 必 存 在 y， 使 zRy， 但 这 种 yy 可 以 不 下 
一 个 , 即 2(CB) 中 的 一 个 x 可 以 对 应 了 中 不 止 一 个 y， 这 种 xX 到 gy 的 对 
应 特点 是 : 
(1) 只 在 际 的 某 子 集 2CR) 上 才 有 这 种 对 应 , 或 者 说 是 2(B8) 到 了 
(更 确切 地 ,是 到 WY(R)) 的 对 应 . 
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《2) x 在 这 种 对 应 下 的 象 可 以 不 止 一 个 , 即 对 应 可 能 是 多 值 的 ， 所 
以 由 及 可 以 得 到 一 个 2(R) 到 了 的 多 值 上 映射 . 
定义 2 如 果 及 CZ f、 开 分 别 为 卫 到 了 和 XX: 到 了 
的 映射 ,而 且 
Ji(z) =f (4) (zEX), 
则 称 广 是 的 扩张 .或 是 及 在 对 上 的 限制 , 记 成 1=filz， 
定义 3 于 到 了 的 映射 /如 果 满 足 
{f (0) |r€ X}=Y. 
则 称 了 为 在 上 的 映射 ; 否则, 就 称 为 在 内 的 映射 
定义 4 了 革 到 了 的 映射 称 为 “一 对 一 ”的 ， 如 果 它 满 
是 : 4 天池 了 (01) 关 太 za) ， 
定义 5 车 全 一 > 了 ,了 2>Z, 则 g(J(w)) 是 XY 到 
的 一 个 映射 , 记 成 ge 户 称 为 复合 映射 
由 这 定义 可 以 验证 ; 车 还 有 2 一 > 酌 , 则 有 
holgof)=—(hog)of, | (2.3) 
定义 6 设 7 是 并 到 了 的 一 对 一 的 在 上 的 映射 , 那 来 以 


集合 
{Gfo) 1) |v€E TF} . 
为 图 象 的 了 到 了 的 映射 叫做 了 的 送 映射, 记 成 7。 此 时 了 
出 做 可 送 的 映射 . 
映射 TI(z) =z 叫做 恒 同 映射 , 记 为 Tx (表示 这 个 恒 同 
映射 是 在 集合 了 上 ). 
定理 2 子 到 了 的 映射 为 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 一 个 了 到 碟 的 映射 9 使 
gof =7yz fg=Iy (Y 上 的 恒 同 映射 )。 (2.4) 
在 以 上 条 件 成 立 下 , 则 有 
j 一 一 9。 
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【证 了】 必要 性 : 已 知 了 可 道 ,于 是 广 : 存在 , 取 9= 太 :就 

满足 等 式 . 
.充分 性 ， 只 需 证 明 : 在 yej=7Iz 及 jg= 厅 7 时， 是 一 
对 一 在 上 的 . 
“在 上 性 的 证 明 : 对 任意 的 yEY, 由 fog= mr 可 以 得 到 
f(g9(9)) ~— (f°9) (9 = Ty(y)=Y. 
即 f 把 子 中 的 gb 胃 ) 映 为 y 所 以 了 是 在 上 的 . 

一 对 一 性 的 证 明 ， 如 果 存 在 wx，zsE 碟 使 六 ci) = (va)， 
于 是 (gof) (cb =g(f(w0)) =g(f (m3)) 一 (gof) (za), 但 是 gof 
一 Jx,， 所 以 wy=xs。 这 表示 使 象 f(w) 相同 的 那些 > 是 同一 个 
(车 有 两 个 , 则 必 相 等 )， 因 此 是 一 对 一 的 ， 

以 上 证 明了 充分 必要 条 件 。 在 此 条 件 成 立 下 , 显然 有 /7 
= 一 9， 因 为 它们 都 是 了 一 开 的 映射 , 而 且 对 同一 个 yEY 了 ， 有 

f° Df oly) (= (fofog) (yy) = (TIzog) (y) =—g(y).1 
注意 如 果 g°f ~1zx, fog= Smet or ek Se 
Ty 中 有 一 个 不 满足 , 则 未 必 有 广 : + 人 
存在 , 例如 PE > ， 
了 一 {ca 29}， Y = {ys, Ya, Ys}. 3-6 
Jo 一 go f (V9) 一 9 991) = 129, 9 (Yo) = m1, 9 (Ys) = ma, 
于 是 gof =Tz 但 fog 生 Ty， 这 是 因为 (fo9) (ys) = 了 (g (ys)) 
一 za) ~ Ys. 万 以 在 这 例子 中 了 并 不 是 在 上 的 ， 因此 广 ? 
不 存在 , 
定理 8 车 f、 gy 分别 是 下 到 了 ,了 到 2 的 一 对 一 在 上 
映射 , 则 (gof) 习 存在 , 且 有 
(g°f) =f og ‘(2.5) 
【证 】 按 定理 2 只 要 证 明 ( 注 意 gof 从 于 到 2)， 
(fog YD) olgof) =1zr, (gof) of 10g-1) =12. 
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这 可 由 广 *of=Tz 及 gg=Tz 得 到 ] 


注意 ， 如 果 互 - 工 y 六 是 一 对 一 但 不 是 在 上 的 , 那 末 令 
W(F) ={f (2) |2E X}, (2.6) 
于 是 了 在 也 到 仇 ( 让 是 一 对 一 在 上 的 映射 , 因此 了 在 仇 () 
有 一 个 逆 映 射 , 记 成 fp, 但 是 了 作 尖 X 到 了 的 映射 并 不 存 
在 逆 映 射 ， 我 人 有 时 把 所 如 叫做 了 的 部 分 送 . 
定义 7 设 f 为 卫 到 了 的 一 个 映射 ,对 4X, 记 


f(A4)={f(%) |2€ 4}, (2.7) 
称 为 4 在 f 下 的 象 集 ， 对 BCY, 记 
/1(B)={2 [2E X, fl%) €B), (2.8) 
称 为 BB 在 下 的 原 象 集 . 


显然 , 车 4i 忆 4s, 则 了 (4D) CF(43); 车 BicB,, 则 广 ? 
(B) CFBs), 
定理 4 设 五 一 > 了 , 则 对 A1, AsC 玉 ,有 
(1) f(Ads U As) =f(4A)) Uf (4;s); 
(2) fA As) Cf A) Nf(A4), 但 不 一 定 相 等， 
对 于 B1,， BaCY, 有 
lo) /1(Bi 一 Ba) =f(B1) 一 /1(Bo) (集合 减法 ); 
(2°) f-1(BiU Ba)=f"1(B) Uf (Bs); 
(8°) fCBNB) =f"1(B) NF-1(B,). 
而 且 有 
fF(41)1 Eh (2.9) 
flf (BD)ICB. (2.10) 
[证 】 车 xE41， 则 f(w) EF(C4D)， 按 定义 5E[F 
(41)]. 
所 以 4iC [PC4D)] (但 是 未 必 有 年 = 广 :(FC4D))， 因 为 很 


一 152 一 


可 能 在 41 外 还 有 2， 使 fz) 与 41 中 茶 个 4 的 太一 样 ， 
因而 /oa) 也 属于 fd， 于 是 myEf71(f(41)) 而 不 属于 
41) , 其次, 按 原 象 的 定义 ,有 f[f"(Bi)]C Bi (但 是 也 未 必 有 
.f(f 司 (B1)) 一 Bi， 因 为 Bi 中 很 可 能 包含 某 个 办， 它 并 不 是 
任何 4 的 象 f(%), 那 末 yEf[f(B)] 而 属于 DB ). 
(了) 的 证 明 ，41CA1U 4s, 所 以 (41) Cf(CA1U 4); 同 
理 f(4o)CF(41U 42), 因此 AD UF(43)CF( 刀 UAh3); 肥 
之 ,车 对 任意 的 x€ 41U 4 则 或 着 vE 41, 或 者 wE€ 4s， 如 
果 zE 41， 则 f(z) Ef(44); 如 果 wE€4。， 则 f(z) Ef(4s). 
.总 之 , 不 管 哪 种 情形 , 都 有 (2) Ef C43) Uf(42), 由 4% 在 4 
U 4s 中 的 任意 性 可 知 , (41U 42) Cf(41) UFC(4s)， 与 上 面 
的 (40D Uf(43) Cf(A1U As) 结合 起 来 ,就 得 到 (了 DD， 
《2) 的 证 明 ， 生 站 AsC 4i, 故 f1(41[ 43)Cf(41)， 同 理 
fin 43) CFCAs), 所 以 (41 站 42)CCF(4D) 站 f (4s) (但 是 
并 不 一 定 有 /Cn 4s) =f《(41) 站 f《4s) 成 立 , 这 是 因为 很 可 
能 4 如 n 4,8 而 同时 了 (44) n7(C4a) 却 非 空 )， 
《1°) 的 证 明 . 车 vwEf (Bi—B,), 则 了 (zw) EB 一 Ba. 因 
此 f(z)€EBi 且 f(z)EBs, 即 zE 广 !B) 且 2zE 广 !(CB)， 所 
以 zE 广 :DB 一 广 :(8). 由 此 六 1(Bi 一 Ba) Cf1(B) 一 /+ 
(Bs); 反之 , x€f1(BJ) 一 A:《Bs)， 则 Ef(B) 且 Ef 
(B,), 这 就 是 说 : Jo)E Bi 且 (wo) EBD。 即 Fw) EB,—B,, 
所 以 zx€E 了 "(Bi 一 Bs), 这 样 就 得 到 另 一 包含 式 /1(Bi) 一 广 : 
(Ba) Cf (Bi 一 Boy， 结合 起 来 ,就 得 到 (1)， 
(2°), (83°) 的 证 明 与 LL*) 完 全 类 似 ， 请 读者 自 证 .，】 


习 题 3.2 
工 求证 若 开 是 有 限 集 ， 则 和 到 愉 的 映 象 /为 在 上 的 ep 为 一 对 
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一 的 ， 


若 X- 厂 了 了 -2 2 (CD 当 户 9 在 上 时 , 9of 是 否 也 在 上 ? 


(2) 当 了 ,9 一 对 一 时 , gof 是 否 也 一 对 一 ? 


. 求证 存在 一 个 从 卫 x 卫 到 卫 X 苹 的 一 对 一 在 上 映 象 . 
. 令 ={0, 2, 3 千 , 了 一 > 工 , 其 中 了 由 下 面 方式 确定 :f(z) 


一 3w(mod 5)( 即 f(z) 3 用 5 除 后 的 余数 )， 问 了 是 否 在 上 ? 是 
否 一 对 一 ? 


` 设 在 X=40, 1 2, 3, 分 上 


| (zc) 一 3c(mod 4). 
问 它 是 不 是 > 也 的 在 上 映射 ?是 否 一 对 一 ? 


.下 述 集合 中 蔚 些 集合 是 某 个 映射 的 图 象 ?是 什么 映射 的 图 象 ?是 从 


什么 集合 到 什么 集合 的 跨 射 ? 

CD {C1, (2, 3)), C2, (3, 4)), C3, (1, 4)), 4, (L$))}; 
(3) {(1, (2, 3)), (2, (3, 1)), (3, (3, 2))}; 

(3) {(1, (2, 3)), (2, (3, 1)), (1, (2, 1))}; 

(4) {(1, C2, 3)), (2, (2, 3)), (3, (2, 3))}. 


. 写 出 从 及 = {21 za za} 到 了 = fy, 9%} 的 所 有 各 种 不 i 同 可 能 的 映 


射 ,并 指出 哪些 是 一 对 一 的 ,哪些 是 在 上 的 ， 


. 求证 若 六 是 全 体 非 负 整数 , 则 从 六 xW 到 六 的 映射 


| ft 仿 =ZT+ 及 909) 一 09 
都 是 在 上 的 ,但 都 不 是 一 对 一 的 ， 


。 设 五 是 实数 集 ， 五 =RXR, 了 到 六 的 映射 为 


fw, y= (fm, Y), Fat, Y)), 
gs, y) = (g(r, Y), g3(T, Y)). 
求 gof 及 feg, 


. 设 刀 是 实数 集 ， 


X=RxR, Y=R, 
X 到 了 的 映射 为 
Jo， Y= Co Y), falr, Y), falr, Y)), 
了 到 了 的 映射 为 g(x, y, 5) 二 (91C2,y, 4), ga(T, Yy, 2)) (2 ERX, yy 
EY 了 ,8€2), 求 gof 及 fog. 
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第 三 节 运 算 


如 果 给 出 了 一 种 对 应 规则 (或 对 应 关系 ), 使 对 于 集合 了 
中 任意 给 定 的 两 个 元 案 ( 按 一 定 的 次 序 ), 都 能 对 应 于 下 中 的 
一 个 元 素 , 这 种 对 应 关系 就 是 本 节 所 讨论 的 “运算 ” 这 种 运 
算 要 求 运算 结果 所 得 到 的 元 素 还 在 子 内 ， 所 以 实际 上 是 一 
种 封闭 的 运算 ， 即 被 施 以 运算 的 元 素 和 运算 后 得 到 的 元 素 都 


呢 ? 这 是 因为 这 一 类 运算 有 许多 共同 的 特性 , 同时 这 类 运算 
包括 了 非常 多 的 常见 的 运算 . 
【 例 1】 下 是 全 休整 数 , 则 十 ，x，--， 入 ，V 都 是 具有 
这 种 封闭 性 的 运算 , 但 是 ,三 却 不 是 , 这 是 因为 两 个 整数 相 除 
的 结果 可 能 不 是 整数 , 出 了 三 的 范围 ,从 而 不 满足 封闭 性 要 
求 ， 在 全 体 有 理 数 中 , 十 ， 一 ，x， 人 ，V 都 是 具有 这 种 封闭 
性 的 运算 , 但 是 二 不 满足 封闭 性 , 这 因为 1 二 0 无 意义 , 更 谈 不 
-上 是 耻 中 的 元 素 了 . 
我 们 把 这 种 要 求 具有 封闭 性 的 对 应 关系 写成 如 下 的 定 
定义 1 集合 对 x 对 到 广 的 一 个 映射 叫做 卫 内 的 
一 种 运算 . 
对 任意 mw YE 邓 , 那 末 (z, Yy) E€ 子 x 子 , 它 通过 映射 /后 
的 象 为 f(z, Y), f(z, ) 就 是 卫 中 的 两 元 素 wy( 有 次 序 的 ， 
z 在 前 , y 在 后 ) 经 运算 /后 所 得 的 结果 ， 按 定义 , 我 们 要 求 
f(z, g 仍 在 豆 内 . 
例如 也 为 全 体 实数 ,车 /代表 加 法 运算 , 则 f(w, y) =% 
+y; 著 g 代表 乘法 运算 ， 则 9(%, y) =zy; 若 思 代表 运算 “ 取 
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较 大 者 则 Po =2Vy. 

有 时 , 为 了 使 读者 对 运算 f(%, 急 具 有 更 直观 的 形象 , 我 
们 用 z@y 代表 Fo, 办， 这 就 很 直观 地 显示 出 zG% 是 x 在 
前 与 y 在 后 ， 

更 一 般 地 , 集合 了 "= …X 卫 《XX" 定 义 为 : 7 一 
匡 ? 二 及 X 卫 ，…， 玉 ?一 ye x 到 卫 的 一 个 映 th 
互 内 的 一 个 1 元 二 是 

【 例 2】 三 为 全 体 实 数 , 那 末 连 加 、 连 乘 、. 连 减 、 都 是 一 种 
多 元 运算 ,而 一 和 是 一 种 一 元 运算 . 

【 例 3】 对 为 全 体 复数 ， 则 十 , 一 ,x 都 是 了 内 的 运 
算 . 把 及 的 元 素 按 字典 序 ( 第 一 节 工 '2 例 4 给 以 大 小 后 , 那 
末 VY、A 也 都 是 运算 ， 

及 ={gtbV2 |c 5 整数}, 则 “十 ”, “一”, “xX” 都 是 子 
内 的 运算 . 

于 = 集合 U 的 全 体 子 集 , 则 U，N, 一 都 是 运算 , 而 取 补 
集 的 运算 是 一 个 一 元 运算 . 

半 一 空间 向 量 的 全 体 , 则 向 量 a 与 向 量 b 的 向 量 积 (又 乘 
或 外 积 ) axb 是 对 内 的 运算 ,但 是 数量 积 ( 数 乘 或 内 积 ) ab 
不 是 子 内 的 运算 , 因为 a*b 不 再 属于 茸 ,"” 

及 =n 阶 矩 阵 全 体 , 则 泄 阵 加 ,矩阵 减 ,矩阵 乘 ，Y， 人 入 都 
是 对 内 的 运算 . 

总 一 2 阶 结合 矩阵 ( 嗓 元 素 只 能 为 0 和 二 的 矩阵 ) 全 体 ， 
则 Y， 和信,。 都 是 际 内 的 运算 ， ~ 是 总 内 的 一 个 一 元 运算 ， 
但 是 矩阵 加 、 矩阵 减 、 和 矩阵 乘 都 不 是 这 里 的 运算 , 因为 两 个 结 
合 矩 阵 加 、 减 或 乘 的 结果 虽 是 矩阵 , 但 不 再 是 结合 矩阵 了 . 


9 可 参阅 本 丛书 < 空间 解析 几何 > 中 有 < 向 量 代数 ?的 章节 。 
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也 为 全 体 命题 , 则 V、 和 、 一 .> 都 是 瑟 内 的 运算 ,而 ~ 
是 互 内 的 一 个 一 元 运算 . 

六 为 集合 召 内 ( 即 百 到 马 ) 的 关系 的 全 体 , 则 关系 间 U， 
站 ,。 都 是 马 内 的 运算 ,而 “~ ”是 卫 内 的 一 个 一 元 和 运算. 

下 为 集合 恕 到 恕 的 映射 的 全 体 ， 则 (复合 映射 )。 是 于 

蔗 为 集合 百 到 瑟 的 一 对 一 在 上 映射 的 全 体 , 则 道 是 辟 
内 的 一 个 一 元 运算 . 

【例句 对 ={0, 1 2,…, p 一 1}(p 为 正 整 数 之 2), 则 
模 p 加 法 ，z、yE 耻 , z+ ylmodp)( 即 wy 被 p 除 后 的 余 
数 )， 模 2 乘法 wy(mod p) 都 是 并 内 的 运算 如 果 认 为 一 I 
除 以 2 的 余数 是 p 一 1， 一 2 除 以 2 的 余数 是 p 一 2, …, 那 末 
模 p 减 法 2 一 ylmod p) 也 是 了 内 的 运算 . 

【 例 闻 ”设法 标 平面 上 全 部 的 点 为 U， 给 以 一 个 实数 全 
后 , 令 To 表 示 0 到 如 的 一 个 映射 , 它 把 点 (%, 力 ED 变 成 

Tg, Y= (roo90 —y sing, vsing+y cos0) EL 
那 末 复 合 喘 射 

(TooT0) (8, WD =T, Tow, Yy)) 
=T,(vcos0—ysing, waind ty coos0) 
~([zcos0—ysinGlcosg— [2sin0 -+ yoeo0s0] 

xsing, [scos0—~ysindlsing 
+ [zsing+gy cosb]lcosp) 
= (zcos(0 十 p) —Yysin(O + 9p), 
vsin(b+gp) +y cos(0+9)) 
=Torp(%, Y). 
所 以 Tyofo= Ty. 
如 果 令 互 = {T0619 为 实数 }, 那 末 运算 。 是 对 内 的 运算 . 
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mr 
出 易 证 
cog0 sing cos0 sing 
(人 人 | 
cos{(g+0) sn(p 二 O) 
-9 Co 
所 以 矩阵 乘法 是 了 内 的 运算 ， 
I 例 6】 如 果 召 是 有 限 集 {wy,…', zr ， 则 加 到 如 的 一 
个 一 对 一 映射 叫做 召 上 的 一 个 置 撞 ， 置换 可 以 有 一 种 简 
单 表达 法 , 就 是 置换 表 ， 例 如 


(2 9 ee. 多 一 二 1 
加 2 3 ee nn 1 


囊 示 Joa) 一 oa， f (oa) = a, po 一 oo (on 一 ci， 又 
如 


表示 恒 等 映 射 了 (%) = (6=1, 2，…， n). 对 两 个 置换 开 可 
以 由 运算 定义 如 下 的 “乘法 ,它们 的 乘积 也 是 一 个 置换 卖 ， 
如 果 呐 射 六 9 分 别 为 置换 表 


1 2 1 2 .nn 
f=, . J, 9 一 ， ,| 
U1 V9 Yn J1 Ja see fn 


那 来 令 
(G 2 2 2 .., ")] 
人 和 八大 ja fn 


二 映射 (: 2 on 
一 映射 /og 对 应 的 置换 表 ( 1 ， 中 
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:1 2 3\/1 2 3 1 2 98\. 
例如 (, 3 1)( 3 2)-( 2 1 
《等 号 左边 第 一 个 表 中 工 对 于 2， 第 2 个 表 中 2 对 应 8， 从 而 
得 到 等 号 右边 工 下 面 的 3). 

确定 fog 的 一 般 规则 是 ; 六 是 9 置换 表 中 入 对 应 的 元 娄 
go kn 是 g 置换 表 中 各 对 应 的 元 素 九 . 

按照 这 个 规则 , 可 求 得 

1 2 383 4\V/1 2 8 14 1 2 3 4 
(: 1 4 s)(s 3 2 1)-(s 4 1 2) 
由 于 “。 是 在 全 体 上 映射 内 的 一 个 运算 ， 所 以 置换 的 乘法 
就 自然 地 成 为 全 体 置 换 ( 记 成 互 ) 内 的 一 个 运算 . 

注 在 置换 表 中 最 重要 的 是 上 面 一 排 数 字 1 3, …, ”与 下 面 一 排 
数字 之 间 的 对 应 关系 ， 上 面 一 排 也 可 以 不 按 1，2, …, % 次 序 排列 , 只 
楼 对 应 关系 一 样 , 就 代表 全 体 置换 内 的 同一 个 映射 ， 因而 也 就 认为 它们 
代表 同一 个 置换 表 , 例如 

1 2 ...% 3 1425... 儿 
人 和 站) 与 (, 和 2 
就 是 同一 个 置换 表 ， 这 是 因为 上 面 一 排 中 同一 个 数字 对 应 于 下 面 一 排 
中 同样 的 数 ， 
定义 & 节 内 任意 给 定 的 一 个 运算 @， 如果 满足 ， 
对 任意 的 %, YE€ 卫 , 均 有 w@y=y@zw, 
则 称 @ 是 可 交换 的 ; 
如 果 满 足 : 对 任意 的 x, y, 2E 互 , 均 有 
(WN) Oz= 2 (yz?), 
则 称 @ 是 可 结合 的 . 

定义 8 子 内 任意 给 定 的 两 个 运算 名 各, 如 果 满 足 ; 

对 任意 的 xw、y、zE 王 , 均 有 
2 YD) = (x OY D(z) 
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(或 相应 地 (y@?) @z= (0@o) 中 CGOo))， 

则 称 运 算 ® 对 运算 田 是 左 分 配 的 ; 括 弧 中 称 为 是 右 分 配 的 。 

【 例 7】 上 面 例 1 至 例 6 中 列举 的 一 些 邓 及 于 内 的 运 
算 , 除 了 减法 及 向 量 的 向 量 积 &xb, 乍 阵 的 乘法 ,结合 矩阵 的 
运算 。 关系 间 的 运算 。 映射 间 的 复合 运算 。 及 置换 间 的 习 
法 等 是 不 可 交换 的 以 外 , 其它 都 是 交换 的 ; 除了 减法 及 向 量 积 
axb 以 外 ,其 它 都 是 可 结合 的 . 

【 例 8】 有 些 运算 虽然 没有 交换 性 和 结合 性 , 但 有 一 些 
类 似 的 性 质 ,例如 axb 中 的 向 量 积 运算 x，, 就 有 与 交换 性 有 
点 类 似 的 反 交 换 性 ， | 

| bxa= 一 aXxh. 
还 有 与 结合 性 稍 有 点 类 似 的 性 质 . 
ax(bxce)+bx (cxa)+t+cex (axb)=0. 

熟悉 向 量 代 数 的 读者 易于 检查 这 一 点 ; 不 熟悉 的 读者 可 以 不 
考虑 . 

【 例 9】 集合 运算 、 关 系 的 运算 U 对 们 以 及 由 对 U 
都 有 分 配 性 ; 

命题 的 运算 VY 对 人 以 及 人 对 VY 也 都 有 分 配 性 ; 

向 量 的 向 量 积 、 和 矩阵 的 乘法 分 别 对 向 量 的 加 法 和 人 矩 阵 的 
加 法 有 分 配 性 ; 

模 2 乘法 对 模 p 加 法 有 分 配 性 ; 

关系 运算 。 对 U 有 左 分 配 性 及 右 分 配 性 (但 对 几 没有 
分 配 性 )( 见 习题 83 江 第 12 题 ). 

定义 人 如 果 对 对 内 的 运算 名 存在 下 中 一 个 元 素 ( 记 
为 @), 使 对 一 切 的 ws€ 天 , 均 有 

61 = w, 

则 称 e 是 运算 @ 的 左 单位 元 。 
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如 果 存 在 互 中 的 一 个 元 素 ( 记 为 6)， 使 对 一 切 w€EX， 
ter = %, 

则 称 er 为 运算 加 的 右 单位 元 ， 

如 果 存 在 妃 中 的 一 个 元 素 ( 记 为 6), 使 对 一 切 gE 友 多 
有 

zz 一 (6 一 2 

( 即 e 既是 左 单位 元 又 是 右 单位 元 ) , 则 称 。 是 运算 @ 的 单位 
元 . 

定理 1 如 果 于 内 的 运算 @ 存在 单位 元 , 则 这 种 单位 
元 只 能 有 一 个 ; 如 果 @ 分 别 存 在 左 单位 元 和 右 单位 元 , 则 加 
存在 单位 元 ; 如 果 G@ 可 交换 , 则 er 一 &. 

【证 】 如 果 @ 有 两 个 单位 元 ea 及 es 那 来 

e1 一 6a)ea (ea 是 单位 元 ) 
一 69 《el 是 单位 元 ) 。 

可 见 它们 必须 相等 , 因此 单位 元 只 能 有 一 个 . 

如 果 @ 有 左 单位 元 e 及 右 单位 元 @r, 那 末 

4 一 9(De， (er 是 右 单位 元 ) 
一 6r 《e 是 左 单位 元 )， 

弃 然 6@ 一 6,, 它 就 是 一 个 单位 元 . 

定理 的 最 后 一 句 话 是 显然 的 . 了 

【全 10】 实数 的 减法 运算 有 一 个 右 单位 元 0( 如 实数 一 
0= 四, 但 没有 左 单位 元 。 因 而 没有 单位 元 . 

实数 的 加 法 有 一 个 单位 元 0( 如 实数 4 二 0=0+a= 多 . 

实数 的 乘法 有 一 个 单位 元 1( 如 实数 4.1=1.4 一 )、 

集合 的 U 有 单位 元 8, 由 有 单位 元 全 集 , 

命题 的 V 有 单位 元 0,， 入 有 单位 元 1. 
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关系 的 U 有 单位 元 空 关系 网 站 有 单位 元 满 关 系 祥 x 
之 ,。 有 单位 元 了 = {(w, 4%) |%€E 天}. 
若 和 为 集合 避 到 恕 的 一 对 一 在 上 映射 的 全 体 , 则 对 内 
的 运算 。 有 单位 元 它 是 恒 等 映射 即 对 一 切 zE， 有 
了 (2C) 一 好 
矩阵 的 加 法 有 单位 元 O (所 有 元 素 都 为 0 的 矩阵 )， 矩阵 
的 乘法 有 单位 元 也 它 是 对 角 线 上 都 是 1 而 其 它 的 元 素 都 是 
0 的 矩阵 ， 
名 悉 向 量 代数 的 读者 可 以 证 胃 向 量 积 运 和 x 没有 单位 
区 ， 
定义 5 如 果 对 对 内 的 运算 @ 存在 互 中 的 一 个 元 素 
0,, 使 对 一 切 的 2E 王 ， 均 有 
0(Coz = 0 
则 称 负 是 @ 的 左 零 元 . 
如 果 存 在 肝 中 的 一 个 元 素 0 使 对 一 切 的 "GE 互 ， 均 有 
v0, = 0,, 
则 称 0, 是 运算 @ 的 右 零 元 . 
如 果 存 在 县 中 的 一 个 元 素 0, 使 对 一 切 的 wE 于, 均 有 
0z=200=0, 
则 称 0 是 运算 @ 的 替 元 . 
定理 2 如 果 互 内 运算 @ 存在 零 元 ， 则 这 种 零 元 只 能 : 
有 一 个 ; 如 果 @ 全 在 在 过 天 和 有 办 天 则 四 行 在 堆 元 ; 
如 果 加 可 交换 , 则 0,= 
证 明 与 定理 1 六， “读者 可 自 己 仿 证 . 
【 例 11】 实数 乘法 运算 有 零 元 0. 
集合 的 运算 U 有 零 元 全 集 , 集合 的 运算 人 | 有 零 元 9. 
命题 的 运算 Y 有 零 元 1， 人 入 有 和 零 元 0. 
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关系 的 运算 U 有 零 元 满 关系 耻 X 写 ，(| 有 零 元 空 关系 


算 阵 乘法 有 零 元 零 和 矩阵 0. 

定义 6 对 于 互 内 的 有 单位 e 的 一 个 运算 四 而 言 , 如 果 
存在 之 中 的 一 个 元 素 cz5 使 

az tc 一 8， 

则 称 总 中 的 元 素 4% 有 左 送 , 左 逆 即 为 oz 

同样 , 如果 存在 节 中 的 一 个 元 素 a7', 使 

gar =—0, 

则 称 下 中 的 元 素 % 有 右 送 , 右 逆 即 为 zl 

如 果 存 在 了 中 的 一 个 元 素 a ,使 

oa=e, aOa = 

则 称 元 素 & 为 可 这 的 ,ca 的 道 元 即 为 c 开 . 

定理 8 设 革 内 的 运算 是 结合 的 ,而 且 有 单位 元 , 那 
末 对 任意 固定 的 cE 马 ， 

(1) 如 果 & 可 道 , 则 w 的 道 是 唯一 的 ; 

(2) 如 果 & 存在 左 逆 和 右 逆 , 则 &% 可逆 ; 

(3) 如 果 @ 可 交换 , 则 oz = or: 

【证 】 证 明 的 思路 与 定理 2 类似 , 

(1) 如 果 w 有 两 个 逆 元 ar! 和 021; 设 or! 是 4 的 左 道 
元 ,cz 是 4 的 右 逆 元 , 由 @ 的 结合 性 , 可 以 得 到 

aaa ~ (a Oa) Oa =as. 

所 以 & 的 道上 只 能 有 一 个 . 

(2) 车 有 左 逆 元 or 和 右 道 元 or!,， 那 末 

a = O(a) = (a Oa) ar 一 or 

所 以 左 逆 就 是 右 道 , 因而 就 是 w 的 道 ， 

(3) 是 显然 的 . 】 
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零 元 一 定 不 可 道 ,单位 元 一 定 可 逆 ， 

【 例 12】 (了 有) 对 道 常 的 加 法 运算 每 个 元 都 是 可 道 的 . 

(2) 对 通常 的 乘法 运算 , 除 零 元 外 , 每 个 元 都 是 可 道 的 . 

(8) 车 卫 ={0, 1 … p 一 二 , @ 为 模 p 乘 法 ， 那 末 0 
是 零 元 , 1 是 单元 ， 如 果 是 质数 , 那 末 对 aE 站, 且 4 类 0, 必 
定 存 在 a-!， 这 是 因为 46, 3.o …, (p 一 Da 一 共有 wp 一 1 
个 , 在 mod p 意义 下 ， 这 p 一 1 个 元 素 都 不 等 于 0 且 不 相同 ， 
不 等 于 零 是 显然 的 ,因为 它们 都 不 能 被 p 整除 。 它们 是 不 相 


同 的 ,证 明 如 下 : 假若 不 然 ,例如 有 ma “ng (m<n< 内 ， 
那 末 (一 m)as0(Cnodp)， 从 而 2 能 整除 人 一 m)c, 这 在 2 为 
质数 时 是 不 可 能 的 .于 是 这 wp 一 1 个 元 素 中 必 有 一 个 为 4, 例 
如 说 ma 二 1(modp), 那 末 4a“ 一 mCmodp)， 另 一 方面 , 如 果 
2 不 是 质数 , 那 末 总 存在 2 的 两 个 因子 pr 和 ps, 使 p=pips， 
而 且 0<2， ps<p, 于 是 py、 pa ET 但 是 pxps 二 0(modp), 这 
说 明 ps 和 ps 不 可 能 有 道 元 , 因为 如 果 相 反 , 例如 说 pl 有 逆 元 
2p7'， 那 末 就 有 
03 天 Da210T = (Pap1) pT =0"pT' 二 
《modp) 这 与 0<ps<<» 相 矛 盾 ， 
(4) 熟悉 代数 的 读者 可 知道 % 阶 矩阵 在 其 行列 式 不 等 于 
0 时 ,有 乘法 道 元 素 ( 即 道 和 矩阵 ). 
(5) 对 和 矩阵 的 加 法 运算 ,每 个 矩阵 都 有 道 元 素 , 这 种 逆 元 
就 是 原来 矩阵 中 相应 元 素 的 负 值 所 组 成 的 矩阵 , 
(6) 对 关系 的 运算 “。, 吾 具有 道 元 的 充 要 条 件 是 
{z|zE 开 ,3yE 三，z 民 小 
一 {yyE 了，32€E ,使 wRy} 一 子 ， 
此 时 第 一 节 中 的 及 下 就 是 及 的 逆 元 .证 朋 留 给 读者 。 
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四 


对 映射 的 运算 “。”， 在 全 体 下 的 一 对 一 的 在 上 映射 中 都 


是 有 道 的 . 反之 也 对 ， 
归纳 本 节 要 点 


本 节 列 举 了 一 些 常见 的 运算 (它们 都 是 在 某 一 个 已 知 集 


合 下 内 的 运算 }， 研 究 了 它们 可 能 有 的 一 些 共 同 规律 ， 交 换 
性 ,结合 性 和 分 配 性 ， 还 研究 了 单位 元 、 零 元 , 逆 元 的 存在 性 
条 件 ， 这 些 都 是 最 一 般 的 规律 和 现象 , 是 较为 抽象 的 概括 . 


*5, 设 


习 题 3.8 


, 令 如 ={0, 1, …, p 一 1}, 任 给 xo EB， 


C1) 求证 : 模 p 加 法 z+zolmodp) 确 定 了 一 个 互 内 的 一 对 一 在 
上 映射 ， 对 p=3 和 生 写 出 这 个 映射 的 置换 (不同 的 mo 得 到 
不 同 的 置换 ). 

(2) 对 模 P 乘法 zzoCmodp)， 试 述 结论 如 何 ? 


.设立 是 全 体 正 整数 ,在 民 内 定义 运算 : 


XOYy=2! (z VEX)。 
问 凶 是 否 交换? 是 否 结合 ? 
也 是 全 体 正 整数 ,在 了 内 定义 运算 : 
zy 一 x 和 2% 的 最 大 公约 数 ; 
XQ@y=z 和 y 的 最 小 公 倍 数 . 
斌 研究 这 两 个 运算 的 性 质 . 


. 设 六 =[0, 1], 令 


Vy=max(w, y); wzAy=min(z, y), 
求证 : Y、A 都 是 可 交换 的 和 结合 的 ; Y 对 人 满足 分 配 律 ， 人 对 
Y 也 满足 分 配 律 。 又 问 V 有 没有 单位 元 和 零 元 ? 并 中 哪些 元 素 
对 VY 有 北 元 ? 道 元 是 什么 ?人 有 没有 单位 元 和 和 零 元 ?中 哪些 
元 素 对 A 有 逆 元 ? 道 元 是 什么 ? 
叉 是 论 域 世上 的 全 体 弗 晰 集 , 试 讨论 弗 断 运算 U 及 n 的 性 质 
《交换 性 、 结 合 性 、 分 配 性 ; 单位 元 、 零 元 、. 逆 元 )。 
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6. 集合 五 到 [0, 4] 的 一 个 如 下 的 映射 叫做 吾 的 子 集 4 的 示 性 函数 
《或 特征 孙 数 ), 并 记 成 x4(2); 
1，26E_di; 


#40)—{ 0 sE A 

设 开 为 这 种 示 性 函数 的 全 体 ,我 们 定义 
XAYV XB=XAT XB— XA XD, 
求证 : 通常 的 乘法 .及 V 都 是 开 内 的 运算 . 试 讨论 这 两 种 运算 的 
各 种 性 质 . 
7. 设 叉 为 全 体 整数 , 令 
Oy=xz+y—2y (%, y EX). 

试 讨论 运算 名 的 性 质 . 

8. 车 召 = {zlbvzoza}， 一 全 内 一 对 一 在 上 映射 的 全 体 }， 把 开 中 的 
元 素 看 成 置换 后 , 试 列 出 冬 的 所 有 元 束 , 并 写 出 关于 运算 。 的 单位 
元 ; 指出 每 个 元 素 是 否 有 着 元 , 遂 元 是 什么 ， 

9. 令 瑟 ={ 百 的 全 体 子 集 }, 定义 4、 刁 的 对 称 差 人 ， 

AAB=AUB-ANB (A, BEX). 
试 讨论 运算 A 的 性 质 ; U，, fn 对 A 有 无 分 配 性 ?单位 元 、 零 元 、 逆 
元 是 否 存 在 ? 


第 四 节 ”常见 的 代数 系统 


44,1 一 般 概念 


定义 1 一 个 集合 立 以 及 开 内 的 几 种 运算 (也 可 以 是 办 
元 运算 ) 放 在 一 起 , 叫做 一 个 代数 系统 ， 在 互 内 有 大 种 运算 
Os, @s,…, (Gy 的 代数 系统 用 记号 (ZX, ©:,@s, …,@;) 
表示 之 . . 

[ 例 臣 (GD 若 卫 是 集合 召 的 全 体 子 集 , 则 ( 玉 ; Un ， 
一 ) 是 一 个 代数 系统 ; 

(2) 车 并 是 全 体 谓词 公式 , 则 (ZX; V， 和 ~，->，ey) 
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是 一 个 代数 系统 ; 
(8) 若 丈 是 集 含 召 内 的 全 体 关 系 , 则 (了 3; U, 站 ,~,。) 


是 一 个 代数 系统 ; 

(4) 车 卫 是 集合 如 内 的 全 体 映射 ， 则 CX o) 是 一 个 代 
数 系统 ; 

(5) 若 葡 是 w 阶 结合 矩阵 的 全 体 , 则 ( 蕊 ; V, A, ~,°) 
是 一 个 代数 系统 ; 


(6) 若 又 是 汪 阶 矩阵 全 体 , 则 (六 ; X， 士 ， 一 ) 是 一 个 代 
数 系统 ; 

(7) 若 达 是 ”个 元 素 的 置换 全 体 ， 则 (ai x) 是 一 个 代 
数 系 统 ( 表示 置换 乘法 ); 


【全 3] 设 瑟 = 人 寻 2 2?}， 令 7 为 加 内 一 个 一 元 运 
算 : : 
1, 3 ; 
OO 
了] 一 ?11。 
我 们 把 它 叫 做 逢 环 移 位 运算 . 于 是 (, z) 就 是 一 个 代数 系 
统 . 
【 倒 3] 令 、 
妃 ={0.aica colw=0 或 十 
对 2 一 0.cias…an 和 2 =0.D103 Do 定义 按 位 加 法 由 ， 
XDY = 0.c103…cn。 
1 若 ww bis 
其 中 “| ， 有 
于 是 (也; 旨 ) 是 一 个 代数 系统 . 
定义 2 若 (X; @)，( 了 ; 避 ) 是 两 个 代数 系统 , 如 果 存 在 
一 个 了 到 了 的 映射 /, 使 对 于 任意 的 zi ws€ 有 圣 , 有 
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f (vir) =f (20) OF (23). 
则 称 (了 ; @) 与 (Y; @) 同 态 , 记 成 ( 卫 ; @) ~ (了 ; @)， 并 称 太 
为 牙 到 了 的 同 态 映 射 . 
如 果 了 是 在 上 的 , 则 称 为 满 同 态 映射 
如 果 了 是 一 对 一 的 , 则 称 了 为 单 值 的 同 态 映射 ， 
单 值 的 满 同 态 映 射 称 为 司 构 映射 . 
如 果 ( 工 ; @) 与 (CY; @) 之 间 存 在 同 构 了 映射, 则 称 (但 ) 
与 (了 ; @) 同 构 , 记 成 (了 X; @) 兰 (; @). 
如 果 (Xi ), (了; 日 ) 同 态 且 了 CX, 则 称 同 态 映 射 为 
自 同 态 映 射 ， 
如 果 ( 圣 ; @),〔 圣 ; @) 同 构 , 则 称 辐 构 映射 了 为 自 同 构 
映射 
直观 上 , 辣 态 是 说 ; 在 下 内 的 运算 @ 与 了 内 的 运算 @ 
显然 ,如 果 ( 玉 ; @) 与 (F; @) 同 构 , (7; @) 与 (Z; @) 同 
构 , 则 ( 邓 ; 四) 与 人 23 加 ) 同 构 . 
如 果 (区 ;i @) 与 (Y; @) 有 一 个 在 上 同 态 ， 而 性; @) 与 
(2 @) 同 态 , 则 ( 瑟 ; @) 与 (2; ) 同 态 . 
【 例 4 若 信 是 全 体 自 然 数 ，2Z4= {0, 二 2，8}， 图 。 为 
模 4 加 法 , 即 对 ww，yEZs， 有 
2 一 2 十 ICmod 4); 
又 设 加 = {0, 1}, 全 为 按 位 加 法 , 即 对 a、5E 恕 , 有 
1,， 当 a*6; 
op- 当 a 一 2. 
那 末 (Wi 十 ) 与 (Zu 9 在 上 同 态 ; (Zs; 名 4) 与 (ZB; 全 ) 在 上 辣 
se 


P93 


这 是 因为 : 如 果 令 
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(Vi +) > 24 OL (B®), 
-其 中 映射 A_ g 定义 如 下 ; 对 于 wEN, 令 
J (%) -= 被 4 除 的 余数 ; 


”对 YE 令 
g(y) -| 0， 当 y=0 或 2( 即 当 y 为 偶数 ); 
1， 当 Yy=1 或 8( 即 当 y 为 奇数 ). 
那 末 对 于 zw1， waEN,， 有 
f(t 十 v2) 一 各 十 ga 被 生 除 的 余数 
一 (wz 被 4 除 的 余数 ) 凶 (ws 被 4 除 的 余数 ) 
. —f (21) Df (22); 

又 对 级 .YsE Zs,， 有 


(yay) -fi 若 gp 是 偶数 ; 
9 (Yt . 二 若 sys 是 奇数 . 
但 是 
0， 若 9Ga) =9(Ga) 
VDG@yCoy = ( 即 凡 与 加 的 奇偶 性 相同 ) 


二 当 g (yi) 9g(ys) 
《 即 久 与 ya 奇偶 性 不 同 ) 
-位 ( 当 gay 是 偶数 ); 
1 当中 sy。 是 奇数 ). 
所 以 9 YD) =9(Y) Dg (ys). 
因此 , 人 9 分 别 是 (Wi 十 ) 到 (4 四 和 (24 四 到 (万 外) 
的 在 上 同 态 映射 (在 上 性 请 读者 自己 考虑 ). 
同 理 , 若 Z,={0, 1,…， 2 中 为 模 2 加 法 , 即 对 x、yE 
Zs, 有 
ZOpY 一 2 十 y(mod p). 
那 末 (Wi 十 ) 与 Zn 在 上 同 态 . 
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【 鲍 5] 若 王 = 人 《集合 总 的 全 体 子 集 }， 了 ={ 召 上 全 体 
示 性 函数 *, 则 (于 ;UY， 间 ) 衬 (Y; Y，*), 这 是 因为 | 
: f: f(A)=—xa | 
就 是 一 个 同 构 映射 . | 
{ 例 6] 车 肝 ={ 有 限 集合 如 内 全 部 关系 },， 了 ={ 全 体 
结合 矩阵 }, 则 
(ZX; Un ~, I~F;V, MA, ~, °). 
如 果 马 有 % 个 元 素 , Z = {全 体 % 阶 结合 矩阵 }, 那 末 
(X;U, MN, ~, DEL;Y, A, ~, )., 
这 是 因为 有 限 集 内 的 一 个 关系 自然 地 对 应 于 一 个 结合 矩阵 
这 个 对 应 是 一 对 一 在 上 的 . 
【 例 7】 设 半 ={ 第 三 节 例 5 中 的 T7190 实数 }， 


7-{( oos0 2 9 实数 |， Z—[0, 2n), 
一 SnO cos0 


“.…“ 是 矩阵 乘法 ， 引 3。 是 模 2z 加 法 , 即 对 入、z2E2， 有 
21 人 xz 一 为 十 2 被 25 除 的 余数 
= 十 和 0 一 m2 十 ?县 ) 
m 整数 , 26E [0，2z) " 

那 末 (XX;0) (PF;°) (2; On). 
这 是 因为 只 要 令 f、g 分 别 为 (下; 。) 到 (7; .,) 及 (P; .到 (Zi 
sz) 的 由 如 下 公式 确定 的 映射 ， 
cos0 0 


“~ A(T) -(_, cosb 


cosO sing 8 
(2, 9))- : 
那 末 由 第 三 节 例 5 可 知 . 


9 示 性 函数 x4 的 定义 见习 题 3.3 第 6 题 。 
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cos(0+-p) sin(0O 二 0) 
/oo 0 1 
‘co080 sinb0 cosg ee 
-人 (和 0) (ee cosg 
一 To JI 
cos0 sing cosp sing 
d(_, 站 ) 
cos(g+9) sin(0 二 0) 
(go A -np 


cos0 sing cosp sing 
-sd eg (( 人 we)) 
也 就 是 说 , 人 A 9 是 同 态 映射 ， 但 它们 都 是 一 对 一 在 上 的 (为 
什么 ?请 读者 考虑 ), 所 以 都 是 同 构 映射 . 


则 te) 是 了 的 单位 元 ， 显然 ,如 果 (ZX; @) 宇 (FP; 昌 ), 则 @ 
与 @ 的 交换 性 .结合 性 有 无 单位 元 、 有 无 零 元 以 及 哪些 元 素 
有 逆 元 等 性 质 都 是 一 样 的 . 

由 第 一 节 我 们 知道 :在 子 内 有 一 个 等 价 关 系 吾 , 也 中 的 
元 素 就 可 以 按 其 是 否 等 价 分 成 很 多 类 ， 从 而 得 到 一 个 商 集 
下 / 民 , 它 的 每 个 元 素 是 了 的 一 个 屁 等 价 类 , 如 果 在 卫 内 有 
一 个 运算 @, 那 末 能 不 能 在 商 集 耻 / 尼 上 的 民 等 价 类 之 间 引 
出 一 个 运算 呢 ? 

我 们 知道 , 每 个 BR 等 价 类 都 是 由 一 些 互 相等 价 的 元 素 组 
成 的 , 其 中 每 个 元 素 都 好 比 是 这 个 等 价 类 的 一 个 代表 , 因此 要 
把 原来 的 运算 @ 进一步 定义 到 两 个 如 等 价 类 之 间 . 例如 说 
对 如 等 价 类 [四 jz 与 [内 mm 要 定义 运算 的 结果 [2]r@[yls 仍 
为 一 个 RR 等 价 类 ， 很 自然 地 应 该 在 [z]s 和 [yja 中 各 选 一 个 
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代表 2 和 4%(o YE 于), 然后 定义 
[x] nO fy] r= (zy) 所 在 的 等 价 类 
. = [2Oy]r. 
但 是 这 样 定义 是 否 会 引起 矛盾 呢 ? 也 就 是 说 ， 如 果 在 [x 和 
[yj 中 分 别 选 另 一 个 代表 和 和 ys, 那 末 等 价 类 [zone 穆 
FEzG@y]z 是 否 一 样 呢 ? 如 果 不 一 样 , 那 说 明 上 面 的 定义 根本 不 
合理 , 因为 这 样 定义 出 的 [o]zG@ [ 扫 z 不 是 一 个 如 等 价 类 .于 
是 为 了 保证 能 得 到 一 个 确定 的 如 等 价 类 , 下 述 条 件 是 必 不 可 
少 的 , 这 条 件 称 为 等 价 关系 如 与 运算 回 的 相 容 性 条 件 ， 
著 %w 与 RR 等 价 , y 与 YR 等 价 , 则 
2 与 mW 等 价 . 
这 就 是 下 面 的 
定义 3 集合 县 内 的 等 价 关 系 叱 称 为 与 耶 内 运 其 名 
相 容 ,如 果 它 满足 . 
车 mBRys, woRys, (tO Ry Oya). (4.1) 
如 果 等 价 关 系 如 与 @ 相 容 , 则 称 忆 为 代数 系统 ( 卫 ; 昌 ) 上 的 
等 价 关系 (而 不 止 只 是 集合 互 上 的 等 价 关系 ). 
如 果 避 是 代数 系统 (了 ; @) 上 的 等 价 关系 ， 那 末 可 以 在 
商 集 开 / 尼 上 定义 运算 @ 如 下 : 
对 [om [yzE X/BR, 定义 [vw]rO [yr= [zy]n. 
出 于 及 与 @ 是 相 容 的 , 所 以 如 果 []p= [zjp [yj = BR 
也 就 是 wv, yRy, 那 末 (z@9) RC(m@y1),， 即 [wy 一 
[zyjns， 因 此 
[2] rx [yl n= [2 nO fy. 
这 说 明 此 种 定义 方法 不 会 次 为 在 及 等 价 类 [2js 及 [yja 中 选 
择 不 同 代表 而 得 到 不 同 的 结果 而 导致 予 秆 . 
在 邓 /R 上 定义 运算 @ 后 ， 代 数 系统 〈 袜 /天 ，@) 称 为 
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up 


EE 


多 


(六; @) 对 于 等 价 关 系 柑 的 商 代 数 系统 . 
定理 1 若 屁 为 ( 卫 ; @) 上 的 等 价 关系 , 那 末 
( 辽 ; @) ~~ 商 代数 系统 (XX/B; @)， 
且 此 同 态 为 满 同 态 
【证 】 令 户 为 到 /ERE 的 如 下 映射 ， 
fa(z) = [oz (对 任意 的 x€ 了). 
那 末 由 靶 / 及 上 的 运算 四 的 含义 ,有 
fr(zOY) = [Oy r= [or [Ly r=fe(%) Ofe(Yy) 
(对 任意 的 z, YE 了 节 )， 
这 说 明 fs 是 满 同 态 映 射 ， 因 此 (XX; 加) 与 ( 苹 /BR; 加 ) 是 满 
定义 4 车 尼 是 (对 ; @) 上 的 等 价 关 系 , 则 把 (及; @) 到 
商 代数 系统 (了 /有 RO) 上 的 满 同 态 映 射 fa (fz(%) = [四 相称 
为 下 到 碟 / 尽 的 自然 同 态 映射 . 
下 面 的 定理 说 明 从 一 个 卫 到 了 的 满 同 态 可 以 得 到 了 的 
某 个 商 系统 到 了 的 一 个 同 构 . 
定理 2 如 时 (Xi; @) 到 (了 ; @) 有 一 个 满 同 态 映射 久 则 
了 上 可 以 定义 一 个 等 价 关 系 天: 
wmiJzs 当 且 仪 当 有 (wy) 一 六 (oa)， (4.2) 
( 即 把 在 并 中 有 相同 象 点 的 元 素 看 成 一 ,@) +%) 0y@， 
个 类 )， 使 得 及 是 (对; @) 上 的 等 价 关 A €& 
系 ,而 且 有 ( 满 ) Y 同 构 ) 
(£/h; ©O) EY; ©O); 
h=—gofs, (4.3) 站 
其 中 9 为 (了 /ji 四) 到 (7; 斩 ) 的 同 构 映射 . 
【证 】 显然 关系 有 是 返 身 、 对 称 且 传 递 的 ， 所 以 它 是 等 
价 关系 . 
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如 果 入 hro,， Yihys， 这 就 是 说 
hm) =—h(ra), hy) =h ys), 
由 于 7 是 同 态 映射 ,所 以 
io =h(m) Oh Ys) 一 六 Za) Dh (ya) 
=h (vaya). 
也 就 是 (mJ@Y1) 有 (za@ys)， 因 此 按 定义 8, 等 价 关 系 角 与 @ 
相 容 ,所 以 及 是 (了 ; ) 上 的 等 价 关系 ， 
现在 定义 (X/h; @) 到 (7; 中 ) 的 映射 9: 
gl [zn) =h (%), 
即 把 有 等 价 类 [ej] 中 代表 元 素 % 在 有 下 的 同 态 象 作为 [2] 


的 象 ， 由 于 对 同一 于 类 中 的 元 素 六 的 象 &4z) 都 是 一 样 的 , 固 


此 这 定义 不 会 因 取 不 同 的 代表 元 而 引起 矛盾 . 
由 于 有 (x) 是 在 上 的 映射 ,因此 对 任意 的 2zE 了 ,必定 存在 
wzE 了, 使 zz) =z, 那 末 按 9 的 定义 就 有 g([2]s) =%, 所 以 g 
是 在 上 的 . 1 
又 由 于 刀 与 @ 的 相 容 性 及 天 是 同 态 映 射 , 我 们 有 
g (Lz]OLY]) = 9 2OY]) 一 pc 
=h(w) hy) = 9 [2] Og LY). 
所 以 g 是 (对 /hh @) 到 (7 @) 的 同 态 映 射 . 
如 果 对 [ojx、[y]xsE 三 /到 有 
gC[2]s) =9C0Y]»), 
那 末 按 g 的 定义 ,上 面 的 等 式 就 是 
h(r) =h(y). 


这 说 明 % 与 y 属 于 同一 等 价 类 , 即 [2]; [y]、 因此 9 是 


一 对 一 的 ， 
， 综 上 所 证 , 9 是 (有 /hh; @) 到 (了; 昌 ) 的 同 构 映 射 ,而 且 
Po) =9(Lo =9Cfs (2)) = (gofn (2). 1 
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定义 5 若 (了 ; @) 是 代数 系统 ,开怀 , 而且 寿 地 也 是 
了 内 的 运算 (Y 内 元 素 经 @ 运算 后 仍 在 了 内 )， 则 称 代数 系 
统 ( 了 ; @) 为 ( 卫 ; @@) 的 子 代数 系统 . 

定义 6 设 (Z; @)、( 了 ; 中 ) 为 代数 系统 . 在 储 卡 儿科 

积 子 x 了 上 可 定义 运算 @x @ 如 下 ， 

对 (ob ga)、(za ga)E 瑟 X 了 有 

(人 YW) OX Os, ob) 一 (ctGoo HOY). 

于 是 (于 x 了 ; Xx) 也 是 代数 系统 ,叫做 ( 革 ; @) 与 (了; @) 
的 直接 积 ， 而 (对; @) 与 (了 ; 昌 ) 都 叫做 (x Ox) 的 
因子 代数 系统 ， 

代数 系统 的 形式 是 多 种 多 样 的 , 集合 卫 可 以 任意 给 , 忌 
内 的 运算 @ 的 性 质 也 可 以 很 不 相同 . 
归纳 这 部 分 要 点 

代数 系统 (全 ; @) 与 集合 卫 很 不 一 样 , 它 是 在 集合 全 上 
定义 了 运算 @ 后 的 总 体 ， 在 同一 个 集合 上 定义 了 不 同 的 运 
算 @ 及 @, 那 末代 数 系统 ( 卫 ; 四) 与 代数 系统 ( 瑟 ; @@) 也 不 
是 一 样 的 ; 还 可 以 考虑 代数 系统 (了 ; 加 ，@)， 它 与 前 两 个 是 
不 同 的 . 

两 个 同 构 的 代数 系统 实质 上 是 一 样 的 ; 两 个 满 同 态 的 代 
数 系 统 也 差不多 一 样 ,在 划分 等 价 类 后 ( 商 系统 ) 就 同 构 了 . 

要 注意 集合 和 上 的 等 价 关 系 与 代数 系统 (ZX; @) 上 的 
等 价 关系 的 区 别 , 后 者 要 求 运算 @ 与 等 价 关系 的 相 容 性 . 


习 题 8.4(1D) 


证明， 车 R、S 都 是 (X; @) 上 的 等 价 关系 ， 则 RNS 也 是 (X; ©) 
上 的 等 价 关 系 . 
2. 证 明 : 若 4 是 (X; @) 到 (Y; 中 ) 的 同 态 ,Xi; @) 是 (X; 加 ) 的 一 
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个 子 代 数 系统 , 则 (jiCXD，@) 是 (Z; 曲 ) 的 子 代数 系统 ,其 中 
hXD) = {hls) |z € Rs}. 
3. 证明: 若 思 与 g 分 别 是 (X; 加 ) 到 (7; @) 和 (7; @) 到 (已 *) 的 同 
态 映 射 , 则 goh 是 (X; 昌 ) 到 (Z; +*) 的 同 态 映 射 。 


(mod 7) 
. 证明， 非 负 整 数 集 了 上 的 等 价 关系 “ 拓 “ 与 通常 的 加 法 (十 ) 和 乘 


法 (Xx) 分 别 都 相 容 [因而 商 系统 (2Z/ 三 (mod p); +) 与 (2/ 三 《mod 
p); xX) 分 别 是 代数 系统 , 以 后 把 它们 简化 为 (Zp; @@2),， (Zp; @p)， 
并 把 四。，@， 分 别称 为 模 p 加 法 与 模 2? 乘法 ], 


th 


人 .2 半 群 


最 简单 的 代数 系统 之 一 就 是 半 群 ， 它 只 有 一 个 运算 , 但 
是 要 求 这 运算 是 结合 的 , 这 就 是 

定义 1 车工 非 空 , 且 玉 内 的 运算 是 结合 的 ， 则 称 
代数 系统 (及 ; 回 ) 为 半 群 . 

[ 例 1】 (1) 设 六 为 自然 数 全 体 ,， 情 为 实数 全 体 , 玉 为 
复数 全 体 , 召 为 全 体 正 偶数 , 则 CN; 十 )，(B; 十 )，(E; 十 ) 都 
是 以 0 为 单位 元 的 半 群 ; (Wi; x)，(R; x), (有 K; x) 都 是 
以 1 为 单位 元 的 半 群 ，(B; 十 )，(B; X) 是 没有 单位 元 的 半 群 
(这 里 “二”、“x ”分 别 是 普通 的 加 和 乘 ). 

(2) 设 2 一 {0, 1,…, 2 一 于 四 , 是 模 2 加 法 , @， 是 模 
2 乘法 , 则 (Zu 四 )，(2Fr Go) 都 基 半 群 ,它们 分 别 有 单 位 元 0 
及 工 ( 其 符号 参见 习题 3.4(1) 第 4 题 ). 

(8) 设 节 是 集合 妃 的 全 体 子 集 , 则 (EU)，(CE 由) 都 
是 尘 群 ,它们 分 别 有 单 位 元 分 及 万 

(4) 设 王 为 么 阶 徐 阵 的 爹 体 ，“… ”为 矩阵 乘法 ， 则 (三 ; 
小“〈 开 ; 十 ) 都 是 半 群 , 它们 分 别 有 单 位 元 一 一 单位 矩阵 工 及 
零 怎 阵 0， 而 (3;i V)，( 卫 ;和 人) 都 是 没有 单位 的 灶 群 . 
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(5) 设 子 为 %w 阶 结合 矩阵 的 全 体 , 则 ( 竺 ; VY )，( 对 ; 和 人) 
(Xi。) 都 是 半 群 , 它们 分 别 以 零 扼 阵 、 元 素 全 为 工 的 矩阵 及 单 
位 矩阵 为 单位 元 . 

(6) 设 工 是 集合 召 内 映射 的 全 体 , 则 (了 ; 。) 是 半 群 , 单 
位 元 为 恒 等 映射 . 

(7) 设 也 是 集合 召 内 的 关系 的 金 体 , 则 (及; U)，( 了 X; 
n)， (Xi。) 都 是 半 群 , 它们 分 别 有 单 位 元 : 空 关系 8 满 关 系 
对 x 允 及 恒 等 关系 {(to, 切 |xE 卫 1. 

【 例 2】 设 了 是 一 些 符号 的 集合 , 我 们 称 它 为 “字母 硝 
”在 广 中 任 取 m% 个 符号 (可 以 重复 ) 按 次 序 排 在 一 起 ,叫做 一 个 
长 度 为 m% 的 “ 字 ”.。 令 一 切 “ 字 ”组 成 的 集合 为 Ft。 并 令 玉 "一 
V+U {从 ， 在 六 中 定义 运算 “o”( 称 为 “连接 运算 ”) 如 下 ， 对 
a, BEV', 有 

coB 一 a6 (在 “ 字 ”a 后 接 “ 字 ”B)， 
则 运算 “。 是 结合 的 . 因此 (7 9 是 半 群 , 它 以 人 纪 空 字 ) 为 单 
位 元 ;(V?; o) 也 是 半 群 ,但 它 没有 单位 元 ， 
【 例 83】 设 4 是 一 个 有 限 集合 : 
4={ab Qn}, 

我 们 把 4 的 任意 一 个 划分 PAP={41, 4s,…, Amn}, MT 4en4 一 
多 (直人)，A1U…U 4 一 4) 当 作 一 个 元 素 ,把 所 有 这 样 元 素 的 全 体 组 成 
的 集合 记 为 。 习 中 有 两 个 特殊 的 元 素 : 一 个 是 最 粗 的 划分 , 即 4 只 
分 成 一 个 集合 , 就 是 它 自己 ， 这 个 划分 记 成 BB 即 R= {4}; 另 一 个 是 最 
细 的 划分 , 即 把 4 分 成 每 个 集合 只 有 一 个 元 素 , 这 个 划分 记 成 到 即 羽 一 
{{as}, {qs}, , {an}}. 

例如 , 著 4={&, 5, co}, 则 开 中 除了 元 素 忆 和 闷 外 还 有 三 个 元 素 ， 
P={{0}, tb, oc}}, Po={{5}, {a, o}}, Ps={{0), {fo, b}}, 

在 号 上 定义 两 种 运算 

1) 两 个 划分 卫 与 8@ 的 积 : Px 
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设 P={4y pp Am}, gg={B po Bi 在 4inB …, 4nnB 
申 去 撞 所 有 的 空 全 剩 下 的 就 成 为 4 的 一 个 划分 , 这 个 划分 就 定义 为 积 
Px 8， 读者 容易 验证 运算 “x” 是 满足 交换 与 结合 的 , 而 且 满 足 ， 对 任 
意 PEX, 有 
PxR=P PxF=F, 
代数 系统 (X; X ) 就 是 以 五 为 单位 元 的 一 个 半 群 这 里 是 (X; 
x ) 的 零 元 . 
2) 两 个 划分 卫 与 8 之 和 : P+@ 
对 任意 Pe 对, 先 定 义 
| P+R=R. 
对 其 它 情形 , 即 卫 大 民 , @ 生 R 时 ,定义 了 +@ 为 44 的 如 下 的 一 个 划分 : 
任意 一 个 4 的 子 集 DD 属于 这 个 划分 当 且 仪 当 辣 时 满足 下 列 三 个 
条 件 ，1% 也 天 4; 2° 也 既是 划分 PC=={41, …， 4 小) 中 某 些 (一 个 或 
多 个 ) 44 之 并 ,又 是 划分 8(={B1,，…, Bi}) 中 某 些 ( 一 个 或 多 个 )Bj 之 
并 ; 3% 不 存在 也 的 一 个 真子 集 , 它 既 是 某 些 4, 之 并 又 是 某 些 By 之 并 、 
这 样 的 运算 “十 ”是 满足 交换 与 结合 的 ,而 且 
P+R=R, Pt+F=P, 
代数 系统 (ZX; +) 就 是 以 忆 为 单位 元 的 一 个 半 群 , 是 它 的 零 元 . 
既然 半 群 也 是 一 个 代数 系统 ， 那 末 在 前 面 讨论 的 与 代数 系统 有 关 
的 种 种 概念 和 结论 在 半 群 情况 也 是 完全 适用 的 。 半 群 的 商 代数 系统 叫 
商 半 群 . 
归纳 来 说 ; 半 群 是 一 种 简单 的 代数 系统 , 它 要 求 有 一 个 结 
合 的 运算 , 但 未 必 一 定 有 单位 元 . 半 群 是 很 多 较 复杂 的 代数 
系统 的 基础 . 


习题 3.4(2) 
I. 证 明 : 在 一 个 有 单位 元 的 半 群 中 ， 全 体 左 可 北 元 素 构成 一 个 有 单位 
元 的 子 半 群 . 
2. 如 果 半 群 (X; @) 中 的 元 素 c 满足: 对 任意 的 zy EX, 有 cz=¢ 
Oy7=y, 
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则 称 。 为 半 群 的 左 消 去 元 ， 求 证 (33; @) 中 全 体 左 消去 元 要 人 么 是 空 
集 ,要 人 么 构成 一 个 子 半 群 . 

3. 证 明 : 由 代数 系统 (X; 加 ) 到 它 自己 的 自 同 态 全 体 构成 一 个 有 单位 
元 的 半 群 . 


4.3 群 . 环 . 域 


比 半 群 的 条 件 要 求 更 多 一 些 的 代数 系统 称 为 群 , 即 

定义 1 车 半 群 ( 卫 ， @) 有 单位 元 ， 而 且 及 中 的 每 一 个 
元 素 都 有 逆 元 , 则 称 ( 了 ; @) 为 群 ， 如 果 (X; @) 是 群 ， 而 且 
@ 是 交换 的 , 则 称 ( 芳 ; @) 为 交换 群 ,或 称 阿 贝尔 群 ; 如 果 ( 蔗 ; 
@) 是 群 , 且 开 是 有 限 集 , 则 称 (全; @) 为 育 限 妊 . 

有 限 群 中 有 一 类 特别 重要 的 群 ， 就 是 下 面 例 子 中 的 置换 
群 . 

【 例 了 由 第 三 节 的 例 6 可 知 , 对 于 一 个 具有 %% 个 元 素 
的 有 限 集 如 = {a4,…, a,} 而 言 , 如 内 的 一 个 一 对 一 在 上 的 映 
射 就 叫做 一 个 下 挨 ， 更 确切 地 说 ， 是 一 个 具有 个 元 素 的 轩 
换 。 一 个 置换 可 以 写成 置换 表 的 形式 ; 

(2 全) Ge 和 是 1 的 一 种 排 法 ) 
如 第 三 节 例 6 所 指出 的 , 两 个 置换 的 运算 “。” 可 以 定义 两 个 置 
换 表 的 一 种 乘法 , 运算 “。” 是 结合 的 ， 于 是 一 切 置换 的 全 体 组 
成 一 个 群 ( 逆 映 射 都 是 存在 的 )， 世 做? 阶 置 接 群 ， 它 是 不 交 
换 群 ， 也 就 是 说 

及 一 {全 体 %n 阶 置换 表 ( 上 下 两 行 对 应 关系 相同 的 置 

换 表 被 认为 是 同一 个 元 素 )}. 

机 个 和 扫 夫 的 和 法“" 按 它 们 作为 了 于 的 运算 “定义 , 那 
” 扒 轩 换 群 也 可 以 理解 为 群 ( 。). 
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【 例 2】 如 果 在 %* 个 元 素 的 有 限 群 (全; 思 ) 中 ,存在 一 个 

元 素 4E 邓 ,使 
={e, a, a, pc 个， 

则 称 ( 对 ; @) 为 见 阶 箱 环 群 ， 称 6 为 它 的 生成 元 例如 (2Z， 
号 p) 是 z 阶 循环 群 ,1 就 是 它 的 生成 元 ; 如 果 2 是 质数 , 则 任意 
一 个 元 素 都 是 它 的 生成 元 . 

群 既然 也 是 一 种 特殊 的 代数 系统 ， 因 此 也 就 有 群 到 群 的 
同 态 和 同 构 概念 , 请 读者 自己 叙述 . 

定义 2 如 果 (ZX1; 四) 是 群 ( 仁 ，@) 的 子 代 数 系 统 且 本 
身 也 是 群 , 则 称 ( 了 ua @) 为 群 (人; 加) 的 子 群 . 

定义 8 设 % 蚌 群 (对 ; @) 到 群 (三 ; @) 的 同 态 映射 则 

{2|zE€ 对 ,hh(w) 一 er， (er 是 (7; 旬 ) 的 单位 元 )} 

称 为 同 态 户 的 核 , 记 为 ker (及 . 

注 4 的 核 一 定 不 会 是 空 集 ， 这 是 因为 若 ez 是 (X; 外) 中 的 单位 
元 , 那 末 对 于 任意 的 x€《 及 ,， 有 

hw) =h(rOer) =h(r) Oh(er), 

又 因 (Z; 昌 ) 是 群 ,所 以 h(x)"1 是 存在 的 , 两 边 乘 以 h(x) 站 后 得 到 ey 二 
了 及 (ex)， 所 以 至 少 有 ex € ker(h), 

定理 1 设 群 (X; @) 到 群 (Y; ©) 的 同 态 有 映射» 的 核 为 
ker(), 则 (ker( 有 ); @) 是 (和 ; 回 ) 的 子 群 . | 

【证 】 设 任 给 x, YE ker(%), 那 末 

hv) = hv) ORY) 一 ez@er 一 er。 

所 以 z@y 也 属于 ker (1). 

再 根据 上 面 的 注 ,， ex€ ker(%), 故 对 任 给 的 ZE ker(h), 


h(g-1) =h(s 1t) er = hs ) Oh(y) 
=h(v-1O¢) =h(exr) 一 6r。 
故人 Eker(%)。， 说 明 (ker( 有 ); @) 是 群 但 (ker(h); 旬 ) 
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显然 是 ( 卫 ; @) 的 子 代数 系统 , 故 是 它 的 子 群 ，】 
下 面 介绍 一 个 定理 ， 说 明 置 换 群 在 有 限 群 论 中 具有 重要 
的 地 位 . : 
定理 2 有 % 个 元 素 的 有 限 群 必 司 构 于 % 阶 置换 群 的 一 
个 子 群 . 
【证 】 设 ( 卫 ; 回 ) 为 有 2 个 元 素 的 群 . 任 取 “2E 总 ,定义 . 
一 个 内 的 映射 fs 如下; 对 任意 cE 革 ， 有 
fr(0) = wa. 
于 是 fo 是 于 内 的 在 上 映射 ,这 是 因为 , 任 给 5€ 节 , 有 
fr(t D0) 一 OCT 000) 一 0， 
即 2 是 2 的 户 象 ， 另 一 方面 fs 也 是 一 对 一 的 ， 这 是 因 
:为 ,如 果 对 c、DE 克 ,使 
fel) 一 产 (六 (BM zc 一 zOD) 
在 等 式 两 边 的 左 端 施行 运算 @ 以 2 一， 就 得 到 = 一 25。 
因此 广 是 一 个 置换 (一 对 一 在 上 的 映射 )。 对 任意 的 
%CE 了 , 令 有 是 全 由 到 一 些 虱 换 组 成 的 集合 上 的 映射 , 
hw%) = fa, 
那 末 , 对 x、yE 革 及 任意 的 a€ 了 ,有 
fs0v(0) = (2DY) Oa= 1%© (yo) 
=fe(Yya) =fr(fy (a)) 
= (fsofy (0), 
因为 “是 任意 的 , 故 上 面 的 等 式 就 是 
‘hwOY) = hy) oh (Y). 
令 了 = 仿 (w) |zE 了}, 于 是 是 及 到 了 的 在 上 映射 ,而 且 是 
一 对 一 的 ,这 是 因为 , 如 果 对 wyE 瑟 有 (oz) =h(9), 那 末 由 
映射 有 的 定义 fs。=f,， 当然 更 有 fs(9) 二 fy(0)， 也 就 是 x@a 
一 ya, 因此 
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w= (COa)GOo = OOo) Oa! =y. 
所 以 是 一 对 一 的 映射 . 
下 面 还 要 证 明 (Y 了 ; 。) 是 一 个 群 : 首先 ， 显然 它 是 一 个 半 
群 。 又 如 果 e 是 肚 中 的 单位 元 , 则 fo 满足 
foQ) =e@Qc 一 5. 
因此 fo 是 恒 等 映 射 ， 但 foofs=foos 一 fo, 故 f。o 是 半 群 (Y; 。) 
的 单位 元 ， 又 由 于 
fe fs = fi0o = fo. 
这 说 明 J。 有 北 元 fo:， 因 此 (了 ; *) 是 群 ， 所 以 是 % 阶 置换 群 
的 子 群 。 既然 &(w) 是 (对 ; 回 ) 到 (了; 。) 的 一 对 一 在 上 的 映 
射 , 而 且 前 面 已 证 明 它 满足 h(w@Y) =h(%) 0 所 以 h(z) 
是 同 构 映射 , 故 
(Xi ©) (FY,; °). 
而 (Y; o) 是 % 阶 置换 群 的 子 群 . 】 
一 个 具有 % 个 元 素 的 有 限 群 叫做 % 阶 有 限 群 。 下 面 的 定 
理 要 说 明 : 一 个 % 阶 有 限 群 如 果 有 子 群 , 那 末 子 群 的 阶 数 必 能 
我 们 先 把 群 的 元 素 按 给 定 的 子 群 分 成 等 价 类 , 若 (G; G@) 
是 群 , (了 @) 是 它 的 子 群 ， 我 们 在 G 中 引入 一 个 关系 五 
对 4, 5EQ, 
qb 当 且 仅 当 站 在 hE 及 ,使 52 
这 个 条 件 也 可 以 叙述 成 . 
45 当 且 仅 当 -GeE 也. 
这 样 定义 的 关系 是 一 个 等 价 关系 , 这 是 因为 
四 cz=eE 五 ((G; 四) 为 子 群 ) 推 出 aHoa; . 
(2) 若 0 ce 五， 则 Oo Oo 一 人 互 ， 即 册 
HD 推 得 56Ha; 
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(3) 若 六 ?Oa€ 且 , oO@23E 古 , 则 因为 (8;@) 也 是 群 ， 
故 6Oa= OO)GU OoE 互 因此 由 wH0 5Hc 得 
到 ee 
既然 互 是 G 内 的 等 价 关系 ， 故 就 可 以 把 G 的 元 素 按 等 
价 关系 吾 分 成 等 价 类 ， 对 aE G,， 所 在 的 等 价 类 为 
[qz= {ol EQ, wsHo} ~ {aOh IhE H}. 


”我 们 把 {2@h|hE 五 } 简 记 为 eH, 称 为 子 群 卫 在 G 中 的 堪 陪 


集 , 这 里 % 是 左 陪 集 五 的 代表 元 . 

G 对 等 价 关 系 互 的 商 集合 G/ 互 的 所 有 元 素 就 是 所 有 的 
左 陪 集 . 

现在 我 们 就 能 证 明 

定理 8( 拉 格 朗 日 定理 ) 有限 群 的 阶 数 可 被 它 的 子 群 的 
阶 数 所 整除 , 

【证 】 设 (% G@) 有 个 元 素 它 的 子 群 (Z; @) 有 mm 个 
元 素 ,，G 的 元 素 可 按 上 面 的 五 等 价 类 分 成 左 陪 集 ， 而 这 些 左 
陪 集中 的 任意 两 个 要 人 么 不 相交 ; 要 么 完全 重合 。 而 且 每 一 个 
左 陪 集 a 且 都 与 已 有 相同 数目 的 元 素 . 因此 ,从 可 写成 一 些 
两 两 不 相交 的 左 陪 集 之 并 : G==a 瑞 十 … 十 @% 及 ， 而 等 式 右边 
集合 的 元 素 的 数目 应 为 frm, 所 以 n=km，3 

下 面 一 个 问题 是 :“ 商 集合 G/ 卫 在 运算 @ 下 ,是 否 也 是 
一 个 群 ”这 只 需要 检查 G 上 的 等 价 关 系 吾 是 不 是 (9 @) 上 
的 等 价 关 系 , 即 : 等 价 关 系 是 否 和 运算 @ 相 容 ， 如 果 相 容 , 那 
末 由 本 节 4*1 定 理 2 就 可 知道 (G/ 豆 ; ) 是 群 . 

但 是 一 般 地 说 ， 好 并 不 一 定 与 @ 相 容 ， 什么 情况 下 相 
容 呢 ? 这 就 需要 对 子 群 (G; @) 加 以 一 定 的 条 件 .现在 我 们 
就 从 相 容 人 性 的 要 求 来 进行 分 析 ; 

要 求 瑟 与 @ 相 容 也 就 是 对 任意 的 a 2, O01, 0s， 对 
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求 有 
.uuHa,, 5.Ho=> (4.©b1) H (oD,). 

这 就 是 说 , 要 由 az1@ar 一 及 , 551@1= 和 (as hE 匡 ) 推 出 

(as®2s) O(a O05) EH. 


但 是 . . 
(2353) "O(a1001) = Oa Dad 
=0671©O (07' Da) O00 GD 
= bz hs da 
=07 OhOb hh=hOREH), 
因此 相 容 性 就 是 要 求 B27@h@6s€ 二 . 


又 因为 及 、 ha 可 以 在 及 中 任意 取 , 所 以 也 是 可 以 取 遍 
五 中 的 任意 一 个 元 素 的 。 另 一 方面 ，5s 也 可 以 取 GQG 中 任意 
一 个 元 素 ,所 以 相 容 性 条 件 又 可 写成 : 

对 一 切 8E9, 有 {6+@h@5|hE H}CH. 
我 们 进一步 说 明 这 个 条 件 和 下 述 条 件 是 一 样 的 : 

对 一 切 cEG, 有 {a-*@h@alh€ H}=H. 
从 第 二 个 条 件 显然 能 推出 第 一 个 条 件 ( 取 “一 5)， 现 在 我 们 
证 明 ; 从 第 一 个 条 件 也 能 推出 第 二 个 条 件 . 

对 于 任意 的 WE 玉 及 住 意 的 8EG, 由 第 一 个 条 件 可 知 : 
存在 丸 E 电 ,使 07OWN@5= 有 加， 所 以 如 8hO@9"。 取 
a 二 b+， 那 末 如 =aOhO@aE {oOh@a|hE 互 }， 又 因为 
2 在 五 是 任 取 的 ,因而 有 

Hc{a*OhOalhE H}. 
这 就 由 第 一 个 条 件 推出 了 第 二 个 条 件 . 
我 们 简 记 
aiHa= {a-+:@hOalhE H}. 
那 末 第 二 个 条 件 可 简写 为 
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对 一 切 cE9 有 a .Ba= 忆 . (4.4) 
如 果 我 们 令 古 为 (G; @) 内 的 另 一 个 关系 ，a 且 5 定义 为 存 
在 hE 有 ,使 4=M95， 那 末 可 以 证 明 于 也 是 G 上 等 价 关 
系 , 其 等 价 类 为 

Ha= {halhE H}, 
称 为 以 K 为 代表 元 的 磊 队 集 ， 那 末 条 件 (4. 人 又 可 写成 
对 一 切 cEG 有 aH= Ha. (*) 

意 即 以 4 为 代表 元 的 左 陪 集 与 右 陪 集 是 一 样 的 . 

我 们 给 满足 条 件 (4.4) 的 子 群 ( 瑟 , @) 下 一 个 定义 ， 

定义 4 如 果 群 (G; @) 的 子 群 ( 且 ; 曲 ) 满 足 条 件 (*), 则 
称 为 正规 子 群 . 

于 是 ， 当 且 仅 当 子 群 为 正规 时 , 它 所 定义 的 等 价 关系 瑟 
才 与 人 是 相 容 的 . 

显然 , 交换 群 的 子 群 都 是 正规 子 群 . 

由 关于 一 般 代数 系统 的 商 代数 系统 的 讨论 ， 我 们 可 以 得 
到 : 车 ( 耳 ; ) 是 (G; @) 的 正规 子 群 ， 则 (G/ 五 ; @) 仍 是 一 
个 群 , 称 为 (G; @) 关 于 (五 ; 加 ) 的 商 群 . 

定理 4( 同 构 基 本 定理 ) 设 群 ( 了 ; G@) 到 群 (YF; 昌 ) 有 同 
态 映 射 h 则 其 核 ker (有 ) 是 ( 卫 ; 名) 的 正规 子 群 ,而 且 其 商 群 
(X/ker(DD; ©) NT): OO), 这 里 (4(Z); ©) 是 (Y; ©) 
的 子 群 , h(X) 一 {yly=h(%), ws€ XX}.. 

【证 】 首先 我 们 指出 群 (了 ; @) 的 为 同 态 象 W(); @) 
必 是 (了 ; ®) 的 子 群 ,而 且 若 互 的 单位 元 是 er, 则 h(ezx) 就 是 
了 的 单位 元 er, 同时 有 (%w) 的 逆 元 为 (ww 。 这 些 事实 作 为 练 
习 , 请 读者 自 证 . | 

其 次 , 我 们 已 知道 (ker (有 ); @) 是 (于 ; 句 ) 的 子 群 ， 我 们 
要 说 明 ， 对 于 ci、 2aE 夸 而 言 ， Ac 一 (wa) 与 如 和 zs 属于 
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kez (的 同一 个 左 陪 集 是 一 样 的 ， 这 是 因为 (wi) 一 h(wa) 等 
同 于 2(co) -OA(o) =er， 而 上 式 的 右 方 等 于 
/23 GAO 一 六 (1G)a) - 
因此 ，h(wy) 一 h(a) 等 同 于 oztG@om) =er， 也 即 等 同 于 
131m Eker()， 这 就 是 说 ，w1 与 四 关于 子 群 ker (有 ) 属于 
同一 个 等 价 类 一 一 左 陪 集 . 
但 根据 4:1 定理 2 知 , 由 %(wy) 一 (wa) 可 以 引出 一 个 (3; 
@) 内 的 等 价 关系 及， 上面 的 事实 正 说 明了 按 子 群 ker(h) 划 
分 左 陪 集 的 等 价 关系 与 等 价 关系 及 是 一 样 的 (因为 及 与 @ 相 
容 ), 因此 按 子 群 划 分 左 陪 集 的 等 价 关系 也 应 与 @ 相 容 。 所 
以 (ker(h); @) 是 (ZX 加) 的 正视 子 群 。， 于 是 (XY/ker(h); 
名 ) 是 商 群 . 
另 一 方面 既然 屋 /ker() 的 等 价 类 与 芋 / 有 的 等 价 类 完 
全 一 样 , 那 末 由 本 节 4.1 定理 2 可知; 
商 群 (X/ker (2); ©)=(X/h; G@) 宕 (ZX) ©O), 1 
对 于 任意 两 个 群 ( 卫 ; @) 与 (7; @)， 作 为 代数 系统 ,可 
以 有 直接 积 ( 了 x 了 ; 名 Xx)， 请 读者 自己 验证 它 也 是 一 个 
群 . 
对 于 具有 两 种 运算 的 代数 系统 ,有 
定义 5 代数 系统 (了 ; 四 ， 加 ) 如 果 满 足 : 
(1) (及 ; 四 ) 是 交换 群 ; 
(2) (于; 四 ) 是 半 群 ; 
(3) 运算 @ 对 运算 由 是 分 配 的 . 
出 称 为 环 ， 
【 例 3 (1) 整数 全 体 , 实数 全 人体， 有理数 全 体 ， 偶 数 全 
体 , 复数 全 体 等 , 在 通常 运算 加 法 ( 即 四 =- 十 ) 和 条 法 (有 即 @ 一 
Xx) 下 都 成 为 环 ， 
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. (2) 设 且 = 入 的 整 系数 多 项 式 全 体 ={f (0) = co 十 @ 
-+ 二 -anln 为 正 整数 ; Qo 61 ,Qn 均 为 整数 }]， 则 (全 ; 
-L，x) 是 环 . 

【 例 4 (1) 设 了 一 n 阶 矩 降 全 体 ， 按 矩阵 的 加 法 和 乘 
法 , 则 (及 十，*) 是 环 . 

(2) 营 下 = 集合 吾 内 的 全 体 关系 , 则 (及 ; U，。) 是 环 ， 

在 一 个 环 ( 卫 ; @, @) 中 , 运算 名 类似 于 普通 的 加 法 ; 运 
算 @ 当 可 文 换 时 , 类似 于 普通 的 乘法 ， 但 是 ,在 @ 不 可 交换 
时 ,须要 特别 注意 次 序 ,在 例 4 中 , 各 个 环 中 的 @ 分 别 为 0 
和 “o”， 它们 都 是 不 可 交换 的 . 

我 们 把 环 (X， , @) 中 运算 四 的 单位 元 记 成 0， 把 羡 
中 的 元 素 4 关于 @ 的 逆 元 记 成 ~， 则 0 就 是 半 群 CX; @) 
欧 堆 元 ， 这 是 因为 对 任意 的 4、?E 及 ， 有 

0= (a@b) OI- (e005)] = [tCGO0)] 
OH[- (400)] = (a®2)O (0®0) 
©O[- (40)] = (2 ODL- (0O)] 
© (0) -0 四 (GD =a®0. 
同 理 可 证 0G@a= 0， 由 第 三 节 定 义 5 可知 , 0 是 运算 @ 的 堆 
J。 
我 们 称 0 为 环 的 零 元 ， 
用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 下 列 等 式 
5@@( 一 分 = 一 (<c@D 人 = (一 四 GD 
(—0) ©(-b) =a®b. 

车 环 ( 卫 ; , @) 的 运算 @ 有 单位 元 ， 则 把 这 单位 元 记 
为 1 称 为 环 的 单位 元 ， 如 果 环 有 单位 元 , 而 且 对 a(E 对 ) 关 
于 运算 @ 有 道 元 , 则 把 这 个 逆 元 记 成 ct， 

关于 @ 运算 满足 交换 性 的 环 叫做 交换 环 ， 
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如果 (Ti; 加 , @) 是 环 ， 且 @ 也 是 集合 肚 一 {0} 内 的 运 
算 ; 则 称 ( 卫 ; 图 ，@@) 为 没有 堆 因 子 的 环 , 

有 单位 元 且 没 有 零 因 子 的 交换 环 称 为 整 域 ,、 

定义 6 车 (了 ;@@, @) 是 一 个 交换 环 , 且 下 中 多 于 一 个 
元 素 , 同时 (对 二 {0}, ) 是 一 个 群 , 则 称 ( 卫 ， 加 , @) 为 域 . 

【 鲍 5】 (人 全 体 有 理 数 ,全 体 实 数 , 全 体 复数 在 普通 的 
加 法 和 乘法 下 分 别 都 是 域 . 
的 阁 了 = 人 的 -|/，g 才 是 + 的 实 系 数 多 项 式 ] W(X 
十 ,*) 是 一 个 域 . 

环 、 域 都 是 特殊 的 代数 系统 , 因此 对 于 环 、 域 同样 也 有 子 
环 (既是 环 又 是 子 代数 系统 )、 子 域 、 同 态 、 同 构 等 概念 类似 
地 还 可 以 考虑 商 环 、 商 域 以 及 环 的 笛 卡 儿 乘 积 、 域 的 笛 卡 儿 乘 
积 等 . 
归纳 这 部 分 要 点 

群 是 最 常见 的 代数 系统 ,应 用 也 最 广泛 ， 一 般 群 并 不 具 
有 交换 性 , 这 需要 特别 注意 . 

正规 子 群 的 概念 很 重要 , 是 关于 群 同 构 定 理 的 基础 . 

环 、 域 中 的 运算 @ 一 般 也 不 具有 交换 性 , 当 @ 具有 交换 
性 时 , 就 得 到 交换 环 、 交 换 域 ， 交 换 环 的 性 质 有 点 与 全 体 整 数 
类 似 , 交换 域 的 性 质 有 点 与 全 体 实数 类 似 , 但 并 不 一 样 . 


习 题 3.4(8) 


I 工 ， 求 证 :一 个 半 群 中 全 体 可 逆 元 素 构成 一 个 子 群 , | 
2, 写 出 I 阶 , 2 阶 . 3 阶 置换 群 的 所 有 元 素 ， 并 指出 这 些 元 素 的 逆 元 
素 . 
3. 证 明 : 群 (G; @) 是 交换 群 的 充 要 条 件 为 : - 
对 于 任意 的 2. y €G, 均 有 (Cry)? 一 22@Y’, Coz=c)。 
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,证 明 ; (2 一 {0}; @s) 是 群 ,并 填写 群 (25 一 {0}; @5) 的 “ 乘 ?法 表 ( 即 : 


.要 指出 对 于 任意 的 zyE Zi 一 {0}, 2@9sy 是 什么 ?)， 


~ 


30. 


11. 


12. 
13. 


14. 


. 斌 说 明 (24 {0}; @ 不 是 群 . 
， 证 明 ; 如 果 ( 人 ;加 ) 为 阿 贝尔 群 (交换 群 )， 则 对 于 任意 的 元 yex, 


有 (OV) 一 zx"Oy". 


， 填写 3 阶 置换 群 的 “ 乘 ” 法 表 ( 即 要 指出 对 任意 的 x、y €3 阶 置换 群 


(Ps;: )， 和 y 是 什么 ?). 


， 设 (Ps; .), (Pa; *) 分 别 是 2 阶 和 3 阶 置换 群 ,求证 (Px Ps;* XxX.》 


同 构 于 5 阶 置换 群 的 一 个 子 群 . 


， 设 5 阶 置 换 群 中 下 列 元 素 为 


(2 2 38 4 5 G 

z 一 ,y= 

2 .31145 1 
1 2 345 1 

人 

5 4312 3 2 

试 求 : “9 YY， 2， 二 ， 0 并 解 方程 z.0=% ( 即 求 未 知 数 . 

0). | 

证 明 : 复数 集 乱 ， 一 1, i, 一 站 在 通常 乘法 下 是 一 个 循环 群 ,而 且 它 

与 {2s 一 人 0}, @:} 同 构 . 

证 明 : (ft 由 13, 16}; 0) 是 (Z19 一 {0}; @rm) 的 子 群 ,而 且 是 一 

个 循环 群 , 

试 写 出 (Zs, 四 so) 和 (2 一 {0，@s) 的 一 切 子 群 . 

在 群 (G; 信 ) 中 任 取 一 个 元 素 4， 则 可 得 到 一 个 (G; @) 到 (G; @) 

的 映射 ju: 


MB oO 避 
Le 


hz) 二 a@rz@a nt (任意 %€6). | 

试 证 明 : hs 是 (G; @) 的 自 同 构 . 并 指出 h。, jcojo Via-: 各 等 于 什 
么 ? 在 a 固定 时 ,证 明 hz) 的 不 变 元 全 体 {r|ha(?)=2} 是 (G'; @) 
的 一 个 子 群 ， 并 且 全 体 这 样 的 自 同 态 ({hola€ G}; 。) 组 成 一 个 群 .. 
设 工 是 全 体 整 数 , 定义 

ZXGDy 一 4 十 9 一 二 

TI 一 0 十 9 一 2 
求证 (J; @, @) 是 有 单位 元 的 交换 环 . 
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15, 求证 (Zw 四 @9) 是 域 ; 但 (24 @e, @9) 是 环 而 不 是 域 ; 

16, 证 明 : 群 的 直接 积 (x 了; @X OO) 有 一 个 与 ( 马 加 ) 同 构 的 正规 子 

17. 求 (Za 9a) 与 (2 一 {0}; @s) 的 直接 积 . 

18。 求证 同一 个 群 的 两 个 正规 子 群 的 交 仍 是 正规 子 群 。 

19。 求证 (26; 四 中 的 {0, 3} 是 它 的 子 群 ， 写 出 (26 9) 鸡 这 个 子 入 
的 一 切 左 陪 集 . 


第 三 章 小 结 


本 章 介绍 了 一 些 很 概括 的 概念 ， 每 个 概念 都 有 很 广泛 的 

荆 ， 两 个 集合 之 间 的 一 个 关系 ; 关系 间 的 运算 、 复 合 、 逆 ! 
关系 的 图 形 及 结合 耸 阵 表示 ， 

2. 按 等 价 关系 进行 分 类 ， 

3， 两 个 集合 之 间 的 映射 ; 映射 的 一 对 一 性 、 在 上 性 ; 复合 
映射 ; 逆 喘 射 . 

4. 集合 上 的 运算 ; 运算 的 交换 性 、 结合 性 、 两 种 运算 之 间 
的 分 配 性 ; 运算 的 单位 元 、 零 元 、 道 元 ， 

5. 作为 集合 与 运算 相 结 合 的 代数 系统 同 太 风机 等 
价 关 系 与 运算 的 相 容 性 ; 商 系统 . 

6， 常见 的 代数 系统 : 半 群 、 群 、 环 、 域 ; 它们 的 同 态 与 同 
构 ， 
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第 四 齐 
集合 的 数 数 问题 


计算 满足 某 些 特定 条 件 的 对 象 一 共有 多 少 个 ， 这 是 我 们 
常见 的 问题 。 用 集合 的 语言 来 叙述 就 是 ; 对 给 定 的 某 些 特殊 
类 型 的 有 限 集 ， 要 问 它 究竟 有 多 少 个 元 素 ， 本 章 的 内 容 就 是 
讨论 这 个 问题 。 在 中 学 里 我 们 学 过 数 的 加 法 和 乘法 原则 ， 并 
用 来 计算 排列 组 合 的 问题 ， 所 以 本 章 第 一 节 先 对 这 些 知识 作 
一 简要 的 复习 。 


第 一 节 数 数 原 风 及 排列 组 合 的 复习 与 补充 


1,.1 数 数 原 则 及 排列 组 合 的 复习 


一 个 有 限 集 的 元 索 一 共 只 有 有 限 个 ， 记 以 原则 上 总 可 以 
一 个 一 个 地 数 . 而 对 一 些 特殊 类 型 的 有 限 集 ,还 可 以 在 “一 个 
一 个 地 数 "的 基础 上 发 现 某 种 规律 性 , 最 后 得 到 它 的 元 素数 目 
的 某 个 公式 , 这 就 是 本 章 的 内 容 之 一 ， 当 然 , 也 有 一 些 有 限 集 
的 元 素数 日 不 可 能 得 到 一 个 公式 ， 这 就 需要 进而 研究 近似 公 
式 , 例如 在 数论 中 , 就 需要 研究 这 种 近似 公式 , 这 就 不 是 本 书 
的 任务 了 . 

要 得 到 数 数 的 规律 , 基础 是 “一 个 一 个 地 数 ”， 具 有 在 一 
个 一 个 地 数 的 过 程 中 总 结 经 验 才能 逐步 化 简 而 得 到 简单 的 
公式 . 

“一 个 一 个 地 数 " 必 须要 对 集合 中 的 元 素 排 先 后 交 朵 要 
蔓 止 数 漏 或 数 重 ， 最 保险 的 办 法 是 用 字典 排列 法 或 者 画 一 个 
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象 一 颗 树 一 样 的 图 ,去 数 这 个 “ 树 " 图 的 顶 枝 。 这 种 方法 虽然 
可 靠 , 但 是 很 繁琐 、 在 某 些 常见 而 又 简单 的 情形 下 , 能 总 结 出 
一 些 规律 , 那 就 是 : 

数 数 的 加 法 原则 ”如果 有 一 件 事 可 以 在 大 种 不 同 的 情况 
下 完成 。 在 第 一 种 情况 中 又 可 以 有 ma 种 完成 的 方式 ; 在 第 
二 种 情况 中 又 可 以 有 ms 种 完成 的 方式 ; …; 在 第 种 情况 中 
又 可 以 有 mw 种 完成 的 方式 ; 那 末 完成 这 件 事 一 共有 ma +mz 
十 … 十 mr 种 不 同 的 方式 ， 

数 数 的 乘法 原则 ”如 果 完 成 某 一 件 事 必须 经 过 1 个 步 
驳 。 第 一 个 步 又 可 以 有 ma 种 完成 方式 ,第 二 个 步骤 可 以 有 ns 
种 完成 方式 ,…, 第 1 个 步 怠 可 以 有 nm 种 完成 方式 , 那 末 完成 
这 件 事 一 共有 nna…nms 种 不 同方 式 . 

需要 注意 : 应 用 加 法 原则 和 乘法 原则 的 条 件 的 区 别 , 不 可 
混淆 ， 但 在 某 些 情况 下 ， 和 需要 混合 使 用 这 两 个 原则 ， 这 些 原 
则 最 直接 的 应 用 就 是 排列 组 合 问题. 

排列 问题 就 是 对 某 些 不 同 的 元 素 (或 对 象 ) 的 全 部 或 一 部 
分 进行 排队 ， 按 元 素 可 不 可 以 重复 排列 而 分 成 两 大 类 .对 可 
重复 的 排列 一 般 只 讨论 最 简单 的 情形 , 即 : 每 个 元 素 的 重复 次 
数 可 以 是 任意 的 , 也 即 可 无 限 重复 情形 。 最 一 般 的 可 重复 排 
列 是 很 复杂 的 , 本 书 不 予 讨论 . 

模型 民 (可 重复 的 排列 模型 ) 设 有 带 号 码 1、2、…、 
的 种 未, 每 种 有 足够 多 个 (此 即 可 重复 性 )。 在 这 堆 球 中 , 依 
次 取出 中 个 (m 可 以 比 % 大 )， 把 这 m 个 号 码 按 抽取 的 先后 
次 序 排 成 一 排 , 则 其 不 同 排 法 的 数目 ( 记 为 B?) 为 

一 

模型 已 (不 可 重复 的 排列 模型 ) 设 有 带 号 码 1、2、…、 nt 

的 % 种 球 各 1 个 (此 即 不 可 重复 性 )。 在 这 堆 球 中 ,依次 取出 


ss oe eo » * 
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mW 个 (m<?t), 把 这 m 个 号 码 按 抽取 的 先后 次 序 排 成 一 排 , 则 
其 不 同 排 法 的 数目 ( 记 为 P*) 为 
n! : 

Pr=n(n—1) 2) ntD (= 

组 合 问题 与 排列 问题 的 差别 在 于 ， 在 组 合 问 题 中 被 取出 
的 元 素 是 不 计 次 序 差 别 的 , 即 不 管 什么 元 素 先 选 , 什么 元 素 后 
选 , 只 要 被 取出 的 一 堆 是 一 样 的 ,就 只 算 一 次 , 看 成 为 一 个 可 
能 被 选取 的 组 ,叫做 一 个 组 合 ， 全 体 可 能 组 合 的 个 数 则 做 组 
合 数 . 组 合 也 有 不 可 重复 与 可 重复 的 两 类 , 其 中 第 二 类 在 中 
学 里 未 讲 过 . 

一 个 不 重复 的 组 合 就 是 一 种 分 组 ， 因 此 不 可 重复 的 组 合 
辣 题 的 模型 可以 用 二 述 丙 各 互相 等 价 的 形式 手术 

模型 C ” 设 有 带 号 码 I、2、…、% 的 球 各 1 个 ( 即 不 可 重 : 
复 性 ), 要 在 这 %% 个 球 中 分 出 局 个 On， 不 计 它们 的 次 序 ， 
则 其 不 同 分 法 的 数 ( 记 为 0 中 为 

Or~ PR/Pa( -2@- 1). ~ 他 士 _ 和 ) 


[记号 O? 在 有 些 书 上 也 写成 CCu mm) 或 (”)]. 


” 模型 C” 把 分 别 带 有 号 码 工 2、…、n 的 % 个 球 分 成 两 
组 : 一 组 % 个 , 另 一 组 nw 一 m 个 , 则 其 不 同 的 组 合 数 ( 分 组 数 
目 ) 为 


Om mn! 
”ml (ni! 
组 合 数 有 两 个 基本 公式 ， 


08~ OP (约定 0 一 了 
Oni =OF+Om! (n>mt1), 
下 面 讨论 可 重复 的 组 合 问题 。 
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1,2 可 重复 的 组 合 问题 


可 重复 的 组 合 问题 也 是 从 种 不 同 的 元 环 中 选取 加 个 ， 
我 们 知道, 在 不 可 重复 的 组 合 问题 中 , 这 种 元 素 每 种 只 有 一 
个 (也 就 是 说 吨 个 元 素 都 是 不 同 的 )， 而 在 允许 重 复 的 组 合 问 
题 中 , 这 ?种 元 素 每 种 可 以 有 充分 多 的 个 数 ， 因 此 ， 这 时 
可 以 大 于 %。 但 是 这 两 种 组 合 问题 又 有 一 个 共同 点 ， 就 是 被 
选 出 的 元 素 之 间 都 是 不 计 先 后 次 序 的 ， 

可 重复 的 组 合 问题 的 一 般 模 型 为 

模型 万 设 有 带 号 码 工 2、…、% 的 n% 种 球 ,每 种 都 有 中 


CE 


可 以 大 于 nn)， 不 计 它 们 的 次 序 , 组 成 一 组 。 问 一 共有 多 少 个 
不 同 的 组 ? 
这 模型 也 可 以 令 述 成 ， 
模型 D” 设 区 中 有 带 号 码 1、2、…、n 的 球 各 一 个 ,， 在 
这 % 个 球 中 任 取 一 个 , 记 下 其 号 码 后 , 放 回 甘 中 ; 然后 再 取 一 
”个 ,同样 记 下 号 码 后 , 放 回 区 中 ;…; 依 此 重复 mr 次 ,一 共 记 下 mm 
个 号 码 , 不 计 它 们 的 次 序 , 归 成 为 一 组 , 问 一 共有 多 少 个 不 同 : 
的 组 ? 
设 模型 D( 或 模型 六) 中 的 全 部 不 同 的 组 数 为 Di 称 次 
从 印 个 不 同 元 素 中 取 m 个 的 可 重复 组 合 数 ， 
下 面 推导 计算 D” 的 公式 : 设 取 到 的 mr 个 球 的 号 码 为 ， 
ma 个 人 5 0 个 “2 on 个 人 
其 中 | 
92 十 3 十 十 0 一 20 (mem, =1, n), 
把 这 m 个 号 码 按 大 小 排 成 次 序 ， 不 同 的 号 码 之 间 用 记号 * 分 
开 , 于 是 这 m 个 号 码 就 成 为 
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mi 个 人 ”wms 个 “927489 个“ 93 . 


因为 号 码 有 % 类 (1”， "2,…, “m2”)， 中 间 的 号 *。 * 自然 就 
是 n 一 1 个， 如 果 把 这 mz 个 ”写成 ms 个 4, 同 祥 把 wa 个 
“2 .ma 个 “m7 都 写成 4 也 不 会 引起 混淆 例如 车 某 个 
oa 一 0,， 则 相应 的 区 段 中 就 没有 4 即 出 现 连续 的 两 个 *。 经 
过 这 样 转 换 后 , 原来 的 m 个 号 码 就 成 为 
py Py Ey, 
这 就 变 成 了 个 4 和 ww 一 1 个 * 在 m 十 (n 一 了 ) 个 位 置 中 的 分 
配 问 题 , 即 在 这 mw 十 n 一 1 个 位 置 中 , 哪 n 一 1 个 地 方 应 是 * 的 
间 题 ， 这 n 一 4 个 * 在 m+n 一 1 个 位 置 中 的 一 种 分 配 恰恰 表 
达 了 被 选 出 的 m 个 号 码 的 一 种 不 同 的 组 ， 而 在 mn 一 1 个 
位 置 中 取 % 一 1 个 为 * 的 不 同 取 法 数 为 O35-1， 因 此 有 
公式 Dr 一 0 一 02 (或 O34)， 
【例如 设 m 是 正 整 数 , 问 方程 
CT 


的 非 负 整 数 解 (wz,…, wn) 一 共有 多 少 组 ? 

解 ， 我 们 可 把 (%1,…, wm) 看 成 各 个 1 号 球 、woa 个 2 号 
球 、、……、oon 个 人 号 球 , 条 件 如 十 … 十 w4 一 mm 表示 总 其 mm 个 号 码 . 
于 是 本 问题 中 所 求 的 非 负 整 解 (z1,…, ww) 的 组 数 就 是 从 % 种 
球 中 取 m 个 的 重复 组 合 数 ， 即 D”"= OW m1 四 

【 例 2】 gt 的 民 开 式 中 用 少 不 同 的 
项 ? 

解 : Cy-… 二 i) ”展开 起 的 一 般 项 为 

YY2 Ye" 
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(mi 二 二 m=m, mi>0, 一 09， .…, n). 

于 是 方程 m4 十 … 十 ms 一 mn 的 一 组 非 负 整数 解 (ma…, mn) 
就 提供 了 一 个 项 YY…y", 因 此 Cy 十 … 十 Ys)” 展开 式 的 项 数 
就 等 于 方程 mz 十 … 十 ms 一 % 的 非 负 整 解 的 组 数 , 即 Oi. 

【 例 83】 把 m 个 完全 相同 的 球 ( 即 都 是 1 号 球 ) 放 在 格 
子 所 ”20 、…、% 中 。 问 有 多 少 种 不 同 的 放 法 ? 

解 : 这 问题 中 的 一 种 不 同 放 法 相当 于 把 m 个 4( 即 ”) 
-用 n 一 1 个 * 隔 起 来 的 一 种 不 同 的 分 隔 法 .所 以 不 同 的 放 法 
有 0%m1 种 . 

对 于 一 个 问题 要 区 别 它 是 排列 问题 还 是 组 合 问题 是 很 重 
要 的 .为 此 ， 我 们 把 排列 与 组 合 列表 ( 表 刀 比较 如 下 

表 王 
可 重复 不 可 重复 

”| 种 球 ， 每 种 | 抽出 的 m | 重复 排列 数 | 种 球 , 每 | 抽出 的 mr] 排列 数 

有 足够 (大 于 | 个 ， 接 抽 Bm 一 nm | 种 一 个 , 取 | 个 按 抽出 | PX 


排列 | 力 多 , 取 m 个 | 出 的 先后 mm 次 “| 的 先后 次 
(或 每 种 一 | 次 序 排列 (m<n) | 序 排 列 
个 ,但 选取 一 
次 记 下 号码 | 抽出 的 m | 重复 组 台数 抽出 的 n| 组 合 ; 
后 放 回去 , 再 | 个 ， 不 计 | DY Cg 个 ,不 计 次 | -中 
组 合 | 到 第 一 个 …,| 次 序 组 成 序 组 成 一 
如 此 重复 和 一 组 组 
次 ) . | . 


以 上 所 讨论 的 “可 重复 "都 是 指 重复 次 数 可 以 是 任意 的 
〈 即 可 以 无 限 次 重复 ). 

至 于 对 可 重复 次 数 有 限 的 情形 ， 不 论 是 排列 问题 还 是 组 
合 问题 , 要 找 出 解 的 规律 性 及 统一 的 表达 式 都 很 难 . 我 们 就 
不 讨论 了 . 


- 196 一 


工 .了 .组 合 的 推广 一 一 分 成 多 个 组 的 不 同 分 法 数 


不 可 重复 的 组 合 问题 是 把 % 个 不 同 元 素 的 全 体 分 成 %m 及 
2 一 9 个 元 素 的 两 个 组 ， 自 然 , 可 以 进一步 考虑 把 见 个 不 同 元 
素 的 全 体 分 成 ,na、…、 mw 个 元 素 的 个 组 Gm 十 … 十 2 一 0 
的 问题 。 这 就 是 : 

模型 型 ” 设 有 带 号 码 人 2” …、“% ”的 球 各 工 个 , 今 
有 正 整 数 4、na、…、 x, 满足 人 4 十 Ra 十 … 十 mw 一 %， 如 果 把 这 
% 个 球 分 成 组 ， 使 第 一 组 及 个 ， 第 二 组 有 za 个 …… 第 天 
组 有 mu 个 , 问 有 多 少 种 不 同 的 分 组 法 ? 

我 们 把 模型 站 中 的 不 同 的 分 组 法 的 数目 记 为 Co ”全 
[或 Gr?.…n)]j。， 下 面 推导 计算 它 的 公式 ， 

把 % 个 球 分 成 模型 政 所 要 求 的 组 可 以 通过 上 一 1 个 步 
又 来 完成 : 

第 一 步 ; 把 % 个 球 分 成 数目 分 别 为 2 及 7s 十 … 十 mm 的 两 
组 , 这 是 组 合 问题 , 共有 Cw 种 不 同 分 法 ; 

第 二 步 ， 再 把 第 二 组 的 ng 十 … 十 7 个 球 分 成 数目 分 别 为 
na 与 na 十 … 十 nw 的 两 组 , 共有 O34.…+w; 种 不 同 分 法 ; 

第 一 1 步 ， 把 第 上 一 2 步 中 的 第 二 组 的 wy-1 十 7m 个 球 分 
成 数目 分 别 为 mx- 与 or 的 两 组 , 共有 Co 种 不 同 分 法 . 

根据 数 数 的 乘法 原理 ， 这 一 1 个 步骤 连 起 来 成 为 一 件 
事 , 则 完成 这 件 事 的 不 同方 法 数 应 为 


人 (2 一 ?一 ?2 十 十 2) 


_ nl! nat) ! 
mal (na 十 十 Ww)! Ral (Ng 十 :十 Np) 1! 
oe (zz 二 ny) ! 一 ?2 

2 7241723 1 ny! 
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因此 Om 一 旬 、 
04 123 1 " 


重复 次 数 有 限 的 排列 问题 有 时 可 以 转化 为 组 合 问题 ， 例 
如 

[ 例 芒 有 吉 个 扑 ” 号 球 ,…, mm 个 “bp 号 球 排 成 一 指 ， 
间 有 多 少 种 不 同 的 排 法 ? 
”” 解 ， 这 相当 于 把 各 十 … 十 mm 个 位 置 分 成 万 个 组 ， 第 一 组 
放 全 ”号 球 ,第 二 组 放 “2” 号 球 , -…, 因此 排 法 数 就 归纳 为 模 
型 妇 所 提供 的 分 法 数 , 即 OCS 

【 例 2】 5anana 这 六 个 字母 可 以 排 成 外 表 不 同 的 “ 字 ” 光 
少 个 ? i i 1 
解 ， 这 里 有 一 个 5, 二 个 % 三 个 a, 相当 于 在 上 题 中 
一 1] ng 一 2, ns 一 8， 其 不 同 字数 (就 是 不 同 排 法 数 ) 应 为 

Oo 一 0O82 一 


1.4 应 用 组 合 解 题 的 一 些 例子 


【 例 臣 检查 马路 上 的 一 排 符 是 健康 的 还 是 有 病 的, 把 
健康 的 树 记 以 mw 有 病 的 树 记 以 8， 对 a、 B 按照 与 树 间 样 的 
次 序 排 起 来 ， 便 如 车 总 数 为 18 樟树 , 则 可 能 出 现 的 情况 之 一 


” aBaaBaaaBBaoaBaBap,. 
从 左 往 右 数 ， 同 一 个 字母 连 着 的 一 组 叫做 该 字母 的 一 个 连 员 
(或 游程 )， 上 述 情况 有 6 个 连贯，6 个 B 连 贯 , 总 共 为 12 
个 连贯 ， 一 般 说 来 , 可 以 认为 : 如 连贯 数 少 且 连 贯 短 , 则 树 
病 只 是 个 别 "感染 和 如 B 连 贯 数 少 但 连贯 较 长 , 则 树 病 在 某 些 
局 部 流行 ; 如 6B 连 贯 数 多 , 则 树 病 已 全 面 流行 

“现在 就 辣 关 渗 只 现 的 次 讨论 其 让 和 设 有 入 个 
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7 个 6, 问 这 和 十 0a 个 文字 的 全 部 Omi, 种 排 法 之 中 , (了 ) 恰 
有 7 个 w 连 贯 .了 个 8 连贯 的 排 法 有 多 少 种 ? (2) 恰 有 7 个 a 
连贯、r 土 1 个 B 连 贯 的 排 法 有 多 少 种 ? 

第 一 个 问题 可 以 分 两 个 步骤 数 数 : 第 一 步 把 nw 个 a 排 成 
7 个 组 , 这 等 于 把 nz 个 相同 的 球 ( 例 如 “4” 号 球 ) 放 到 7 个 格 
中 ,使 每 格 不 空 。 因 此 可 先 在 这 7 个 格 中 各 放 一 个 ,然后 把 其 
余 的 入 一 ?个 自由 地 放 在 ?个 褚 中 ,一 共有 O84-1 = Om 
种 不 同 放 法 (7 一 1 个“ 隔 板 ”); 第 二 个 步骤 是 把 和 个 B 分 成 了 
个 连贯 , 与 上 面 类 似 , 可 有 C4- 1 种 不 同 的 可 能 . 于 是 问题 (1) 
的 解 为 CUT OW4. 

同 理 , 问题 (2) 的 解 分 别 为 O21*O%-171, 

连贯 数 还 可 以 用 来 判断 随机 性 , 用 通俗 的 语言 说 ,随机 性 
就 是 与 “任何 有 规律 的 安排 ”完全 对 立 的 一 种 性 质 ， 例 如 公园 
中 有 一 排 座位 共 % 个 , 有 % 个 人 ( 设 m 比 nn 小 很 多 ) 去 坐 , 这 
% 个 座位 就 成 了 “ 空 ”与 “ 占 ” 两 个 字 的 一 个 排 法 ， 如 果 出 现 的 
连贯 数 很 多 , 则 说 明 这 批 人 可 能 互相 不 熟悉 ; 如 果 出 现 的 连贯 
” 数 很 少 , 则 说 明 这 批 人 中 可 能 有 不 少 人 互相 比较 熟悉 ， 这 两 
种 玖 远 与 亲密 的 现象 就 都 带 有 一 定 的 规律 星 ， 如 时 连贯 数 既 
环 太 多 又 不 太 少 , 则 坐 法 就 表现 出 一 定 的 “随机 性 ” 

连贯 数 也 有 助 于 比较 同一 产品 的 两 种 不 同 处 理 方法 的 效 
果 .， 例如; 对 某 产 品 有 甲 、 乙 两 种 处 理 方法 , 其 效果 表现 在 产 
品 的 某 个 指标 上 ， 若 对 第 一 种 处 理 方法 做 了 ni 次 试验 , 得 到 
了 壬 个 产品 ， 球 指标 按 大 小 次 序 排 成 四 <as<…<axs 对 第 
二 种 处 理 方法 做 了 ns 次 试验 , 得 到 了 ns 个 产品 , 其 指标 按 大 
小 次 序 排 成 Bi<Bs<…<BG， 我 们 把 …，an,，B1，…， 
Bn 按 大 小 次 序 混合 排 成 一 排 , 然后 把 一 切 ai 改写 成 % 把 一 
切 Bj 改写 成 8, 如 果 出 现 的 连贯 数 不 很 少 ， 说 明 a 组 与 8 组 
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混合 得 较 紧 ， 就 反映 了 这 两 种 处 理 方法 的 效果 没有 明显 的 差 
别 . 

【 例 2]( 首 次 相遇 间 题 ) 把 % 个 不 相同 的 球 “1"、 
“2”、…、“%? 一 个 一 个 地 放 到 %* 个 格子 中 , 问 

GD 当 首次 发 现 有 一 个 格子 中 有 2 个 球 时 ， 放 了 "个 球 
的 不 同 放 法 有 多 少 种 ? 

(2) 当 第 一 格 中 有 1 个 球 时 ， 放 了 7 个 球 的 不 同 放 法 有 
多 少 种 ? 

解 ， 在 问题 (了 D 中 ,第 7 个 球 必 与 其 前 面 的 某 个 球 在 同一 
格 中 ,所 以 这 7 个 球 恰恰 占 了 7 一 1 个 格 ， 这 个 问题 的 数 数 可 
分 三 个 步骤 完成 : 第 一 个 步骤 在 盖 格 中 选 ? 一 工 格 用 以 放 了 个 
球 , 共 Cy 种 不 同 选 法 ; 第 二 个 步 又 是 把 前 ”一 工 个 球 放 到 第 
一 步骤 选 出 的 7 一 工 个 格子 中 , 共 P，: 种 不 同 放 法 ; 第 三 个 步 
又 是 把 第 7 了 个 球 放 到 这 ”一 上 格 中 的 任 一 格 ， 共 ?一 工种 不 同 
放 法 ， 所 以 总 的 不 同 放 法 的 数目 为 

(r—1) P1101= (r—1) Perl, 

问题 (2) 说 明了 前 ?一 个 球 都 必须 放 在 第 二 格 至 第 % 格 
中 ,不 同 放 法 数 为 再 = (mn 一 1)", 

【 例 8]( 美 国 1977 年 数学 竞赛 题 ) 有 一 块 短 边 与 长 边 分 
别 为 4 与 7 的 矩形 地 , 要 用 黑白 两 色 单位 面积 的 方形 巷 铺 上 , 
试 证 明 :不 管 怎样 铺 , 必然 存在 一 块 长 方形 的 部 分 使 它 的 四 个 
角 有 相同 的 颜色 ， 

【证 】 考虑 一 个 4 行 了 列 的 表 , 表 中 每 个 元 素 只 能 取 8 
或 1 分 别 代表 在 对 应 的 地 方 铺 上 黑色 或 是 白色 方 砖 , 因此 我 
们 只 需 证 明 :“ 存 在 两 行 和 两 列 , 使 其 四 个 相交 处 的 对 应 元 素 
要 么 全 是 0, 要么 全 是 1, 我 们 简称 这 一 性 质 为 “四 角 同色 性 
质 . 下 面 分 两 种 情形 考虑 ; 
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第 一 种 情形 存在 一 个 列 ,其 中 至 少 有 三 个 0 或 至 少 有 三 
个 工 , 不 妨 设 有 三 个 0 (因为 对 于 有 三 个 1 的 情形 在 分 析 上 是 
完全 一 样 的 )， 既 然 一 列 中 已 有 三 个 0, 我 们 只 需 证 明 就 在 这 
三 个 0 所 在 的 三 行 不 能 避免 “四 角 同 色 " 就 够 了 ， 如 果 要 吕 旬 
“四 角 同 色 ”， 在 这 三 行 中 最 多 能 安排 多 少 列 呢 ? 由 于 在 这 三 
行 中 , 第 一 列 全 为 0, 为 了 各 免 “ 四 角 同 色 ”， 以 后 能 安排 的 列 
必须 只 有 一 个 9 或 没有 0, 而且 这 两 者 不 能 同时 存在 (否则 就 
有 一 个 四 角 为 工 的 矩形 了 )， 记 以 按 0 可 能 出 现 的 三 个 不 同 

0011 
ea 1 1 中 sme 
0101 | 
向 列 时 都 会 出 现 “ 四 角 同色 ”， 但 是 因为 一 共有 七 个 列 , 所 以 
“四 角 同色 "是 不 可 避免 的 . 

第 二 种 情形 : 所 有 的 列 都 有 2 个 0 和 2 个 1 这样 最 多 有 
Ci- 扎 ” -6 个 不 同 的 列 ， 但 我 们 假定 有 七 列 ， 所 以 必然 有 
两 列 完全 一 样 ， 这 就 出 现 了 “四 角 同 色 ”。 3 

上 述 证 明 中 , 顺便 说 明了 : 如 果 只 有 六 列 , 那 末 就 存在 一 
种 可 以 避免 “四 角 同 色 ” 的 铺 法 ， 这 种 销 法 就 是 安排 六 个 不 同 
的 列 ,每 列 为 两 个 自 的 、 两 个 黑 的 . 


习 题 4.1 


3. 证 明 下 列 等 式 , 并 说 明 它 们 的 组 合 含义 ， 
(D COC»=0%,0m,, +0% OR + On mem nn); 


(2) Pr = DOPs Pr (men, ng); 
KO 


(3) CR 一 0 十 CN 十 十 CR (Cm<n), 
2， 化 简 0 十 Cr 十 Cora 十 十 Cr 
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.求证 ， (CD 7 人 一 208-3 


(2) (O02)2+ O05) + .t+ (0%) = O08 
(3) Ca 二 3C8 十 … 十 003 一 22n 3 
(4) 个 连续 整数 的 乘积 必 是 的 倍数 . 


.把 4m 个 人 分 成 数目 相等 的 4 组 ， 不 计 组 号 的 差异 ， 问 有 多 少 种 不 ， 


同 的 分 法 ? 


.从 10 个 连 起 来 的 坐位 中 找 两 组 ,每 组 都 是 连 起 来 的 三 个 位 置 . 


(1》 如 果 两 组 可 以 连 在 一 起 , 问 一 共有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 
(2) 如 果 两 组 不 可 连 在 一 起 , 问 一 共有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 


. 设 有 "个 位 置 ,每 组 共有 连 起 来 的 办 个 位 置 (so> 2m)， 就 此 情况 按 


上 题 的 提问 进行 讨论 和 解答 ,并 讨论 下 列 两 种 情况 的 区 别 : 
(I》 两 组 可 连 在 一 起 ; 
(23) 两 组 不 可 连 在 一 起 . 


. 在 50 个 身高 完全 不 同 的 人 中 选 两 队 , 每 队 5 个 人 ， 使 甲 队 最 禾 者 


比 乙 队 最 高 者 还 高 , 问 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? . 


. [提示 ; 以 乙 队 最 高 的 人 为 标准 分 情况 考虑 .] 


8. 任 取 4 个 分 币 , 问 一 共 可 以 组 成 多 少 种 不 同 的 组 合 数 ? 


13. 
14. 


把 % 个 相同 的 东西 任意 分 给 % 组 , 问 有 多 少 种 不 同 的 分 法 9 
10. 


把 7 个 完全 一 样 的 球 放 在 个 不 同 的 格子 中 (7 光 n), 间 
(GD 每 格 至 少 有 2 个 球 的 分 法 有 多 少 种 ? 
(2) 第 一 格 是 空 的 分 法 有 多 少 种 ? 


- 有 任意 多 个 “十 号 球 ，“2” 号 球 , …，“n” 号 球 ， 从 它们 中 间 取 出 


7 组; 第 一 组 加 个 球 ,…, 第 + 组 如 个 球 , 问 有 多 少 种 不 同 的 取 法 i 


. 把 22 本 书 分 给 5 个 人 ,使 其 中 任意 2 个 人 各 有 5 本, 其 它 3 个 人 


各 有 4 本 , 问 有 多 少 种 不 同 分 法 ? 
2n 个 人 分 成 个 互助 组 (不 计 组 号 的 差异 ), 问 有 多 少 种 不 同 分 法 ? 
在 8x8 的 棋盘 上 ， | 


” (1) 选 两 个 既 不 在 同行 又 不 在 同 列 的 方块 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 选 


法 ? 
(2) 选 4 个 方块 , 使 它们 恰 在 某 一 矩形 的 4 个 角 上 , 问 有 多 少 种 不 
同 的 选 法 ? 本 
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15. ”个 可 重复 的 递增 的 字母 办 和 020 宝 < 和 可 以 组 成 一 个 节 长 为 9 
且 字母 次 序 为 递增 的 字 “zazoxza…zn”%， 称 为 n- 有 序 字 ， 今 有 个 
有 次 序 的 字母 <as<…<aw， 问 能 组 成 多 少 个 mn- 有 序 字 ? 


第 二 节 ”集合 的 运算 与 数 数 的 关系 
之.1 集合 的 运算 与 数 数 的 关系 、 排 斥 与 包含 原理 


设 有 限 集 4 中 的 元 素 个 数 为 %(4), B 中 的 元 素 个 数 为 
n(B), 那 末 用 乘法 原则 显然 可 得 到 
nC(AxXxB)=n(4)'n(B)=n(B x A), 
对 于 其 它 运算 , 有 
定理 1 nC4UB)=n(4) +n(B) —n(ANB). 
【证 】 已 知 n(4UB) 是 4UB 的 元 素 个 数 ,因为 4 和 8B 
的 重复 元 素 在 4UB 中 只 算 一 个 ,所 以 a(4UB) 应 等 于 n(4) 
十 n(B) 中 扣除 重复 计算 的 数目 (4 门 B) 后 的 数 ， 卫 
推论 (1) 车 4NB=g, 则 n(4UB)=n(4)++n(B); 
(2) n(A—B)=n(A)—n(ANB); 
(3) 车 BC 4, 则 n(4 一 B)~n(4) 一 n(B); 
(4) 对 全 集 U, 有 n(4)=n(D0) 一 n(4); 
(5) nCA1U 4aU As) =n(A1) +n(As) +n(ds) 
—n(AiN As) —nCdsN As)—n(Ash 4 
十 (4 4an4s)， 
【证 】 (了 D) ~ (4) 是 显然 的 ， 为 证 (5)， 可 先 把 AsU 4s 看 
成 妈 ， 应 用 定理 1, 可 得 到 
nlA1U 4sU As) 一 n(Ai)+n(AsU A:) —n[Aif\ (AsU As)] 
—n(Ai) +n(AsU 4;) 
—n[(A1N A42) U (A 4;)], 
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对 等 式 右 方 第 二 项 和 第 三 项 分 别 再 用 一 次 定理 1, 就 可 得 到 
推论 (5). 了 
设 有 nn 个 有 限 集 41，As,，…:，4,, 令 
Bi1(Ahs, 7, hn) = A) =n(AD) + tn A) 
Ss(Ai, », As) 一 启 (4 站 4 
=n(AfN ha) + t+n(CdN A,) 
十 2(4an As) 十 … 十 %(4 fA,) 
十 … 十 nC(4,1 门 4,); 
Ss(A1, °°) A,) , 之 n(A, NAN A,) 


< 


=%(4n4sn 4a) 
士 … 十 004 站 4 in4) 


oseeoseosssssoosen 


Sx(As ,A=— DD ndsN A NN 4A,) 


=n(Aif dy) 
士 … 十 2(4 xtiN An) 
SaCAy, ***, An) =n(AiN “4,), 
把 它们 简 记 为 Si，52,…，5Ss， 则 有 : 
定理 2% (排斥 与 包含 原理 ) 
n(AiUAsU:…U A) =H1—Ss+ Sam t+ (~—1)"+19,. 
【证 】 应 用 数学 归纳 法 , n=2 时 定理 2 就 是 定理 1， 设 
. % 一 1 时 定理 正确 . ' 
当 n 一 1+1 时 ,有 
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04U…U4U4ni) 
=n(A1U'… UA) +n(Arn) 
—%[CAi UUAD NN Ai 
~—n(ALU:U AD tn ds) 
—n[LCALN Mita) UU CAN Ae)] 
一 ad A T+n(dss) — SAy, », A)) 
十 … 十 (一 了 251S2(4 …, Ai) 
十 … 十 (一 了 2 4， ， An) 
—S1CAiN dirs, pm， Aif) 4+1) 
+SaCAsf) Airs, pv， Aif Air) 
TF SCAN A pv Aif Airs) 
+ 二 (D(A NN A, ,AN dn), 
但 是 由 Ss, …, Si 的 定义 ,有 
Si(As3, *%, A 二 204 = CA, Ars), 
Sa(Ai, pp A) +SCAIN irs, »%, Aifl Ait1) 
=Ss(Ad, ”5 Ait), 
Sx(Ai, *°, A +S AL NA, , AN Airs) 
=Sx(A1, pp Airs), 
Si(Aif\ Ai,, “0°y Aifl diri) = SrAd, ”3 Aits), 
所 以 
nAiU UA = SAy, pe Ai) —Sa(A1, *%, Air1) 
十 二 (一 DiS (A …, Ati) 
+ 二 (—DSna(Ad, *, Airs), 
于 是 定理 对 n=1+1 也 是 成 立 的 , 因此 由 数学 归纳 法 原理 可 
知 ,定理 对 一 切 %n 都 成 立 .】 
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排斥 和 包含 原理 又 称 为 交互 分 类 原理 . 
在 不 会 引起 混淆 时 , Sx(41,…; 4 可 简 记 为 总 
【 例 1】 某 班 有 32 个 孩子 , 其 中 16 个 有 兄弟 , 14 个 有 
姊妹 ，8 个 既 无 兄弟 又 无 姊妹 , 求 
(该 班 中 有 兄弟 但 无 姊妹 的 人 数 ; 
(2) 该 班 中 既 有 兄弟 又 有 姊妹 的 人 数 . 
解 : 令 
U 一 该 班 中 全 体 孩 子 ; 
女 = 该 班 中 有 兄弟 的 那些 孩子 ; 
8B 一 该 班 中 有 姊妹 的 那些 孩子 ， 
由 假定 知 : n(U) 一 82, n(4)=15, n(B) =14, n(ANB) -8, 
于 是 由 定理 1 知 ， 
nC(ANB)=n(4) +n(B) —n(AUB) 
=15+14— [n(U) ~n(ANB)] 
=29— [82—8] =65, 
所 以 
(1) n(4—B)=n(A)—n(ANB) =15—5=10; 
(2) n(ANB) =5. 
【 例 2】 在 1 到 250 这 些 连续 整数 中 , 问 能 被 2 或 3 或 5 
或 7 中 某 一 个 整除 的 数 有 多 少 个 ? 
解 ; 设 . 
U1 到 250 的 所 有 整数 ; 
4, 一 UV 中 能 被 3 整除 的 数 的 全 体 ; 
4a=U 中 能 被 3 整除 的 数 的 全 体 ; 
4 一 U0 中 能 被 5 整除 的 数 的 全 体 ; 
44=U 中 能 被 7 整除 的 数 的 全 体 ， 
那 末 
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Hy 


n(As) = 于 —125, n(4s) =- [ 取 ]- 83 


本 n(As) = [有 |- 35. 


《记号 [四 表示 实数 ”的 整数 部 分 ， 即 不 大 于 2 的 最 大 整数 ). 
所 D Si(h, As, As, As) =125+88+50+35™298, 


ndiN0 4 [339]=[ 罗 j= 入 


n(AsN [到 0 |]-1, 

n(Asf\ As) = [2 - Es ]- 18， 

n(4an 20-[23]-[ 狼 |- 

wen 加 [器 ]-[ 和 |-" 

于 是 
Ba CAs hs, As, 40 —41+25+17+16+11+7 =117, 

n(AsN dsN Ao) — [3 -8 
n(AiN haN 4) = [a7) -5 


n(AiN As As) = | [3 |=3, 


250 
n(Asf\ AsN 46) 一 [| 一 2， 
所 以 Sa(41， 4d。， As, As) =8+65+83+2=18, 
而 。 
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Ss(A, 4,, 4a， 44) 一 %(4: NM As Asf Ay) 
250 1]_r250]_ 
[二 了 7 了 | (a0)-1. 
出 定理 2: 


nCA1U AsU AsU 4s) =S1—Sa+ Ss— 8 
=293 一 117-+18 一 1 =193, 
因此 ， 不 大 于 350 且 能 被 3.3、.5.7 之 一 整除 的 数 有 1t93 
个 . 
【 例 3】 设 ” 是 一 个 正 整 数 ，c、cs、…、cmn 是 两 两 互 质 
的 正 整数 ， 问 不 大 于 ” 且 不 以 a 一 1，…, mm) 中 任 一 个 为 因 
数 的 正 整 数 一 共 有 多 少 个 ? | 
解 : 令 U={ 不 大 于 %% 的 正 整 数 全 体 }， 
A={U 中 能 被 &; 整除 的 数 全 体 } . 
于 是 我 们 需求 的 数 即 是 nC4 间 … 人 门 4w)， 它 等 于 
nAiU' UAn) =n(U) —n(AiU**U An) 
—n—n(AiU .UAn). 
由 定理 2 上 式 等 于 
儿 一 Sa 一 Sa 十 十 (一 二 mwSn， 
仿照 例 2 有 


a 


&-, 卫 [天 2 一 | 2 Sn=| a | 


[ 例 包 设 n 为 正 整 数 ， 不 大 于 % 且 与 % 互 质 的 数 的 个 
数 记 成 p(o)， 称 为 欧 拉 的 下 函数 ， 车 ?的 全 体质 因子 为 
从 ，…， Pm， 那 末 一 个 不 大 于 % 的 数 与 % 互 质 的 充 要 条 件 为 : 
它 不 以 和 9,，…, pm 中 任意 一 个 为 因子 ， 因 此 由 例 3 可 得 


PP 


多 


00) =2 一 习作 十 忆 - 二 一 … 十 (一 D” 


ss 人 各 mr 
加- 二)-(- 坟 
?站 (工人 
f=1 Ds 


一 般 说 来 , 仅仅 知道 %(4) 及 n(B) 对 于 确 定 n(ANB) 
[或 %(4UB)] 是 不 够 的 ， 例 如 4 一 B 时 , n(4NMB)=n(4); 
而 A4NB=8 时 , mn《4 门 B) 一 0. 所 以 只 有 在 某 种 补充 假定 下 ， 
才能 从 nC4) 及 nCB) 确 定 n(4 们 B), 一 种 最 重要 的 假定 就 是 
“4 对 BB 无 影响 ”, 即 

定义 1 设立 为 全 集 , 4 及 B 是 0 的 子 集 .如果 B 在 
全 集 吕 中 所 占 的 分 量 同 B 在 4 中 那 一 部 分 在 和 中 所 占 的 分 


量 一 样 ， 即 
n(B) _ n(BNA) 
n(U) n(A) 


刘 称 和 4 对 BB 无 影响 . 
6 22 »(B) n(ANB) 
有 加 4 天 ， 则 有 了 一 2 和 0 
、 % 入 ‘ 39 
所 以 -全 的 -一 到 全 的 ， 则 是 “了 对 4 无 影响 "这 丙种 
情况 有 时 也 称 为 集合 “4 与 B 独立”， 这 时 候 就 有 


2(4) .12( 万 ) 
n(ANB) = -x0 


这 就 是 说 : 在 和 4 与 了 独立 的 假定 下 , 可 以 由 n(4 及 n(B) 利 
用 上 面 的 公式 计算 n(41B). 
也 .已 组 合 变换 的 互 逆 公 式 

利用 二 项 展开 定理 ,有 
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"= [1— 10)]"= DLOn(l—w)". (1°) 


=0 


及 .mn 
(1 -2)"= BD (~D"O%. (2?) 
从 这 两 个 公式 ， 可 以 看 到 用 序列 {(L- 人 对 wzo 来 表示 序 
列 {a”"}m-o 的 公式 (1?) 与 用 序列 {2"}mso 来 表示 序列 (1 一 
2)"}m>o 的 公式 (2°) 的 形式 是 完全 一 样 的 ，(1°) 是 从 (1 一 
中 we 出 发 得 到 {2"}m>o 的 一 种 “变换 ”, 它 的 系数 是 一 些 组 
合 数 ,所 以 称 它 为 组 合 变 痪 ，(2°) 是 从 变换 后 的 序列 {2"}m>o- 
得 到 原来 序列 {(1 一 2)"}wm>o 的 变换 ， 称 为 原来 变换 (1°) 的 
“ 送 变换 ”, 它 不 仅 也 是 一 种 组 合 变换 ,而 且 其 系数 与 (1°) 的 系 
数 完全 一 样 ,这 就 是 说 ,对 {(1 一 2)"}mso 与 {omjwe 这 两 个 序 
列 , 正 变 过 来 与 反 变 过 去 都 是 用 同一 种 组 合 变换 形式 ， 这 种 
变换 互 道 的 关系 可 从 上 面 的 序列 {1 一 2)"}wo (或 {0"}iw0) 
推广 到 一 般 的 序列 an。 这 就 是 
定理 1 (第 一 组 合 变换 的 互 逆 公 式 ) 若 对 任意 正 整 数 
bn BD (—D "Ova, 
则 有 逆转 公式 
an= 思 (一 TO8Be 
要 证 明 本 定理 , 需 先 证 明 如 下 引 理 1. 
< kl 1, 
【证 】 由 (2°), 有 
(eBDOw, 0°) 
把 (2°) 代 入 (1°) 后 就 得 到 ; 
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T=m; 


四 wm ST (— D0% 2 衬 (- 1)'OIwW - 
k=0 
-名 (一 THO8Olo 
.R=0i= 
ad Saw, 
k=01=0 


其 中 | 
_/(-Dovol, I<h 

mu 0, : 1 之 7。 

交换 求 和 的 次 序 后 ,再 用 (3) 代入 ,得 


"= 名 (D0) 
上 式 中 出 现在 等 式 两 边 的 都 是 的 多 项 式 ， 比 较 系 数 可 得 到 
ly 1, T=m; 
Dro to rm 
引 理工 证 毕 . ] 
现在 证 明定 理 1: 由 引 理 1， 有 
an—S( -DoroF)a, 
再 用 (8") 就 得 到 


(8°) 


3 Il 


MM 
Ms 


aa 《注意 ; an 在 kK 过 1 时 ,为 0.) 


ba 
上 
© 
外 
© 


| 
Ms 


1)*riO% OL 


a 
© 
i 

©! 


有 
和 


(D0% (SD)'otm) 


Ea 
nl 
© 


对 


> (—1)"Onbs. ] 
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定理 2 (第 二 组 合 变换 的 互 逆 公式 ) ”车 对 于 任意 正 整 数 
mn% 均 有 


一 > (—1)*Ora,, 
则 有 逆转 公式 
cm 一 pk —1)*O%D,, 
【证 】 由 引 理 工 可 知 ， 
SD" Os0 = (—D"" TD), 


-{7 1=m; 
. 0, 1<m, 
当 8 汪 m 时 ,定义 0%=0 后 有 
a > (人 (—1) "00 )an 
-SD""oror )en 


-之 > —1)”"+tO%Olan 
= 六-D"mO%Okan (由 当 k>% 时 ,0% 一 0) 


x 


(—D)*0 (SD (—D)"O%an) 


| 


-= 立 (一 DrxcW 1 


"2.3 排斥 与 包含 原理 的 推广 


令 和 m2(41 …， hn) = 属于 41,…, 4 中 滩 个 但 不 属于 其 中 任意 
% 十 1 个 的 元 素 的 个 数 ; - 
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Nw (A1,…， 4,) 二 属于 A1,…，4， 
中 省 个 的 元 素 的 个 数 . 
例如 在 图 4-1 中 
NinCA1; As, As) 
=n[CA1N A2) U (CAsN A3) U CAiN As) 
—AiN AsN As] 
一 外 阴影 部 分 的 集合 ); 图 《41 
No=2[(4in 4s)U CAsN 43) U CA1N 4s)]. 
显然 , 可 有 Ni — Nimt Nem+13T TT Nr. 
在 不 会 引起 混淆 的 场合 , 可 以 用 简便 的 记号 Ntwm] 及 Nm。 注意: 
No~=n(A1U UA,). 


引 理 1 SiCA1, gy A;) = On Nm. 
【证 】 SA1, 1 4) = , 之 ， nCAs Nf 4). 


如 果 某 个 元 素 * 属 于 4 …， 4 中 的 个 而 不 属于 其 中 任意 
k+l 个， 那 末 就 存在 入 <…< 记 使 En…n4d， 且 xzE 其 他 
有 4G 天 i i9，…"， 认 )。 这 样 的 元 素 zY 在 计算 Si《41,…, 4,) 中 提供 了 
“4”。 全 体 这 样 的 元 素 在 计算 8441, …， 4,) 中 提供 了 Nra. 

如 果 某 个 元 素 属于 41,…， 4 中 的 % 十 1 个 而 不 属于 其 中 任意 
+2 个 。 那 末 存 在 评 <…~<iti 使 rcE4n…n4， 但 “不 属于 
(I 和 和， ix+1)。 这 样 的 元 素 zx, 对 任 取 4;,…, 4;, 中 的 个 ， 
都 能 在 计算 Sik41,…, 4,) 中 提供 人 入”， 所 以 一 共 提 供 了 0%4i 个 
和 急 ”, 全 体 这 样 的 元 素 在 计算 Si《A1,，…，4) 中 一 共 提 供 了 GO%4i 个 
Niern. 

则 理 属于 41,…，4， 中 的 十 2 个 而 不 访 于 其 中 任意 -+3 个 的 元 
素 x 的 全 体 在 计算 5.C41,…，4;) 中 一 共 提 供 了 0% 个 Nts+2l. 

最 后 属于 41,…，4， 中 每 一 个 的 元 素 x 的 全 体 在 计算 Su(41， 
4,) 中 一 共 提 供 了 OxNin. 

在 所 有 上 面 的 元 素 以 外 的 元 素 就 不 再 在 计算 Si《41,'…，4,) 中 提 
供 了 。 因 此 


SA1, rt, 4) 一 , 定 ， nAs NN dy) 
四 — Neat OriNiern t+ ChraNierat + ON Nn . 
引 理 得 证 . 】 : : 
定理 其 排 乐 与 包含 原理 的 推广 ) 
No=n(U)— Na 《DD 为 全 集 ) 可 
一 2(DD) 一 [Si 一 3 十 多 一 … 十 (一 Tt ] 
ra 一 9 Om m+i+ On 2Snra— 十 (—D)" "OmS, 
【证 】 由 Moj 的 含义 , 它 就 是 
N=n(A1 nN bd N An) 
. =—n(A1U UAn) =n(U) ~—n(A1U UA») 
=n(U0) 一 Na)， 
下 面 证 明 第 二 个 公式 ,由 引 理 1 > 
BS.= DD"O%—D"Nin. 
这 是 第 二 组 合 变换 ,利用 逆转 公式 (4.2 定理 2), 有 
(1) “Ng 一 已 (1)"0%8,, 
如 ND" 


Ka 之 (一 DinCFSe 一 Sn —On ni1tONia mt - 
. (1) "OnS,. 1 + 


定理 % 
Nm 一 总 。 一 CS 十 O7T 的 3 
一 DenC3ESn。 
[十 】 


Nrm= OnS,, CNSm4i ONSm42— … 十 《 —1) ROW, S++ 2 
Nim+1= Om+i m+1 一 C+ 的 m+2 十 十 《 一 工 ) stiQmtiS ns 十 多 
Nim+a= ORNSSm1a—" "+ (— 1) npt 

(1°) 
但 是 Ci 一 Cj-1=0#4, 所 以 . 
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CRry Cm ON 1 
+ (DD 10x8- (~ 车 
Om Ontii Om 1) On (—1)0m+-4 
一 Re 一 (DCm (—1)"10n+S-? 


= OW — Onti+ Om (—1) Om+E 
一 CU 一 0 本 十 08- -1 Om — Ony1= Omi, (2°) 
于 是 由 (2°) 及 (2°) 就 得 到 


Nam = Nemy Nem#ty + Nims t+. 
一 心 ,一 0 6 #1 ‘+(—1)” ke 人 二 入 
DOTS 了 
【 例 ie 问题) 有 %% 扇 门 各 有 钥匙 一 把 , 某 人 忘记 了 每 把 钥 十 
是 开 哪 一 扁 门 的 ， 于 是 他 把 各 种 分 配方 式 都 一 一 试验 , 一 共有 n! 种 分 
配方 式 ， 问 (其 中 有 多 少 种 分 配方 式 是 不 能 打开 任何 门 的 ? (3) 恰 有 
mw 个 打开 的 分 配方 式 有 多 少 种 9 
解 ， 设 全 集 口 是 分 配方 式 的 全 体 。 又 若 对 i 一 1 2，…， 1, 令 4 一 
“能 打开 第 i 遍 门 的 分 配方 式 的 全 体 ”， 那 末 4, 所 含 的 所 有 分 本 方式 中 
第 ; 把 钥 古 总 是 分 配给 第 隋 扇 门 的， 而 其 它 的 (2 一 全 把 铀 是 则 可 以 任 
意 分 配给 其 它 的 (2 一 卫 扇 门 ,所 以 共有 (一 巧 ! 种 分 配方 式 , 即 
nAD=m—D! GG=1,2,.,). 
类 似 地 ,有 nANA)=-2D! G<), 
NANMNANA)=H—3)! G<ji<k), 
aCdN A nd) = mn! =1, 
间 题 (1) 就 是 求 nCAIN… nN 有 A): 
Cn NA) =n AU OAs) =nCW) —n( ArU UA») 
C0) 一 S182 一 Sg 二 十 (一 4)"9, 
又 因为 每 个 
n(AiN A NN di) = nk)! << <i), 
而 41…, 4 中 不 同 的 (4 …， A。)》(i<…< 入 ) 的 取 法 就 是 在 
441，…, 4 中 取 训 个 的 取 法 数 03, 所 以 


一 人 215 一 


六 一 0 人 0 一 有 1 =n! /Ek!. 


于 是 
可 . 让 = _2! 人 2 人 2 
nCAiN nN A,)=n! Ttar 十 (一 全 7 
/i 1,1 TY 
-9 二 -到 + 下 -CD 六) 


问题 (2) 是 求 人 Non 由 定理 1 可 得 到 
Nm]= Sm —Omi m1 + OmiaSm+2 一 :十 《 一 王 》 no, 


一 一 一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 ”一 一 一 一 一 一 一 -一 一 


ml. 7 《和 9 十 1) 1 m12! (m+t2)! 


DD 


(1 —m) lm! “nT 
_n!fl 1 1 na 1 
(可 ta +) ray). 
归纳 本 节 要 点 


` 最 基本 的 关系 n(4U B) -za(4) +n(B) 一 na(4nB);， 加 
法 原则 ( 即 4N 8B-$ 的 情况 ), 减法 原则 ; (一 般 的 ) 包含 与 排 
斥 原理 ; 推广 的 包含 与 排斥 原理 。 在 后 一 种 推广 中 用 了 组 合 
变换 的 技巧 , 组合 变换 是 在 数 数 中 广泛 运用 的 一 种 数学 方法 ， 

在 讨论 涉及 与 一 些 具体 集合 有 关 的 某 个 集合 的 数 数 问题 
时 , 有 时 可 画 一 个 文 氏 图 以 帮助 思考 , 并 很 快 得 到 结果 ， 


习 题 4.2 


工 ， 某 班 有 17 个 学 生 ， 其 中 5 人 步行 到 校 , 7 人 有 自行 车 可 用 , 9 人 可 
乘 汽车 ， 试 解释 这 与 总 人 数 17 人 是 否 矛盾 , 为 什么 ? 

2. 在 福建 与 广东 交界 处 的 某 地 , 居民 或 说 国语 或 说 泗 语 , 或 两 种 语 都 
会 说 。 假设 居民 中 64% 会 说 阅 语 , 58%5 会 说 粤语 。 问 有 百 分 之 
几 的 居民 会 说 这 两 种 话 ? 

3. 若 如 为 全 集 , n(D) 一 24, n(4) 一 坟 , mn(B) 一 7, 问 n(4UB) 最 大 
可 取 什 么 值 ?最 小 可 取 什 么 值 ? 

-和 ,70 个 学 生 参 加 体育 比赛 ， 短 上 哆 有 31 人 得 奖 ， 晓 高 跳远 有 29 人 得 

奖 , 投掷 有 36 人 得 奖 , 短跑 与 投 泥 两 项 有 12 人 得 奖 , 短跑 、 投 掷 、 
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跳 高 跳远 三 项 有 5 人 得 奖 , 已 知 只 获 跳 高 或 胱 远 奖 的 有 7 了 入 "只 获 
投 毛 奖 的 有 15 人 , 求 
(1) 只 获 短跑 奖 的 人 数 ; 
(2) 获 两 项 奖 的 人 数 ; 
(3) 一 项 都 没有 得 奖 的 人 数 . 

5, 30 站 19 人 玩 过 跳棋 ; 17 人 玩 过 象棋 ; 10 人 对 这 两 样 都 玩 

且 这 10 人 中 还 有 3 人 玩 过 围棋 ; 5 人 玩 过 象棋 和 围棋 ; 9 人 玩 

次 本 和 和 而 如 果 已 知 这 30 入 中 每 人 都 玩 过 棋 ， 问 只 玩 过 围棋 
的 孩子 有 多 少 人 ? 

6. 120 人 参加 研究 生 考 试 。 有 47 个 男 学 生年 过 中 岁 , 其 中 有 车 人 
报考 数学 ; 5 岁 以 下 报考 数学 者 有 24 人 ， 其 中 9 个 是 女 的 ; 75 人 
年 过 25 岁 ,其 中 入 人 报考 数学 ; 已 知 这 120 人 中 男 的 比 女 的 多 10 
人 ， 间 其 中 
(1 25 岁 以 下 不 报考 数学 的 男 学 生 有 几 信 ? 

(2) 25 岁 以 下 不 报考 数学 的 女 学 生 有 几 人 ? 

7， 可 为 全 集 , %( 厂 一 1000, nC(4) =500, nC4n0)=200， 试 说 明 你 
能 知道 的 关于 n(0) 的 一 切 情况 . 

8. 设 三 个 英语 班 的 人 数 如 下 表 ( 其 中 x、y、# 不 清楚 ); 


男 的 ( 团 女 ” 的 (W) 
中 岁 以 下 (Z | 25 岁 以 上 (@) | 5 岁 以 下 (TL) | 5 岁 以 上 (6) 


人 数 

_ 快 班 (8) 

中 王 QD 
慢 班 (8) 


已 知 ; nCHUL)=35, n(SUF)=36, n(G) =19, 求 t.y.$. 


第 三 节 占 位 问题 


作为 数 数 的 应 用 , 本 节 讨 论 占 位 问题 , 也 就 是 计算 把 一 些 
质点 (或 球 ) 放 到 一 些 格子 中 的 不 同 放 法 的 数目 .对 不 同性 质 
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-的 质点 及 不 同性 质 的 格子 ， 得 到 不 同 放 法 的 数目 可 以 截然 不 
同 。 在 统计 物理 中 有 一 些 就 对 应 于 不 同 的 统计 法 。 

“ 占 位 ”问题 的 笼统 提 法 为 ， 把 % 个 质点 (或 球 ) 任 意 放 到 
m 个 格子 中 去 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 放 法 ? 为 了 能 具体 地 数 数 
还 必须 说 明 ; 这 些 球 是 不 是 不 同 的 (例如 有 不 同 的 颜色 ); 这 些 
_ 烙 于 是 不 是 不 同 的 (例如 有 不 辣 的 形状 或 峭 度 ) ， 所 以 ， 占 位 
.问题 可 以 分 成 各 种 不 同 的 情况 。 下 面 分 段 讨论 ， 


3.1 不 同 的 球 , 不 同 的 格子 - 1 


把 个 不 同 的 球 放 到 m 个 不 同 的 格子 中 去 , 计算 在 各 种 
不 同 条 件 下 的 不 同 放 法 数 , 是 马克 斯 威 尔 - 禾 尔 效 曼 在 经 典 统 
计 物 理 中 首先 研究 的 模型 ， 这 种 模型 中 全 部 不 同 的 放 法 数 为 
BR.=me(m 个 区 子 中 可 旱 复 地 到 站 个 的 到 法 就 是 一 种 不 同 放 
法 )， 
1. 没有 空 烙 的 不 同 放 法 数 ( 记 成 4(n, mn)) 
设 集合 
4;== 第 格 为 空格 的 所 有 放 法 组 成 的 集合 ， 
那 末 | 
n(4AD Br (把 % 个 不 同 的 球 放 到 其 它 m 一 1 格 中 ) 
= (m—1)”, 
2(4in 4) 一 = (m—2)"* (i#)), 
nCAdu 站 Aix) = Ry= (mo—k)", 
| 因此 ， Si1=Ot(m—1)", 
Ss— EdiN A) =0%(m-2)", 


< 了 


oo 一 之， 2(4an，… “N42 = =—OnCm—b)", 
Sn = On(m—m)" =1, 
于 是 由 2.8 定理 工 得 
4 m) = Wio(4 **, An) 
| 0 —Si+Ss—Sst*"+(—1)"S, 
"On (Cm — 1)*+02(m—2)" 
一 二 (一 DD "On(m—m)" 
= D-DD"0%m—A)". (8.D 
2. 怡 有 ?个 空格 的 不 同 放 法 数 ( 记 成 Arr (mn, mm)) 
只 须 在 和 m 个 格子 中 任 取出 和 2 一 ?个 格子 ( 共 O05 种 取 法 )， 
再 把 这 %% 个 球 分 配 到 此 m 一 + 个 格子 且 不 许 出 现 空格 ( 共 
(n,m 一 ?)), 因此 4in (m12) 一 O54 (4, wr 一 +)， 还 有 一 种 
略为 复杂 些 的 算法 , 就 是 利用 2.8 的 定理 1( 推 广 的 排斥 和 包 . 
含 原理 ) ,有 
Am(n, m) = Nin CA, 4) 
=S.—Orrdrit Or 
一 十 (一 1)”"'OnS 
=On(m—7)"— OO0n mm—r—l1)" 
十 CO7420U2(o —7—2)" 
1)" OONm—m)", 


由 于 在 >7 时 ， 
rm Ek! . ™m! 
CiC" 一 rik—r)! kllm—k)! 
mm! RC =0OnO%- 


Tim Cr) mR rr 


所 以 
4om(0u m) = cx po sm- 一 了 一 力 * 
十 CO2_ (mm 一 人 一 2)。 
十 (一 了 ”OUT 一 7) 
-O05 (1)*0%r(m—r—h)" 
=O0"Am, m—7). (3.2) 
3. 有 ?个 以 上 空格 的 不 同 放 法 数 ( 记 成 ou ?2)) 
由 2.3 定理 2 可 知 
A n, m) = No As, ,Am) 
=—S.—Or8, r+ OriS ts 
+(—1)" "On Sm 
一 OU 一 他。 一 CO mMm—7—{)" 
+OrFIOm? (mm—7— 2)" 
—" 二 (—D)" "OmiOn(m om)". 


但 是 当 %>>7 时 ， 
Or-IOx+l ~ k! 。 :mm! 
* mn Dir+i+l)! (Lt+1)!1(m—L—I)! 
m! 1 1 
”他 二 Tr TIT Ch 人 十 二 1 (一 到 一 -1 
了 。 m! 
k+l rl(m—7)! 
(mm 一 站: 


CDOTS 
一 Or OH 。 


E WA 
拥 此 ，- 


全 220 一 


den mm) =r70% [Cm 7)"—— tT Ohm rl)" 


1 jy Ne 
TE T 2) 


DD)" 二 Omer(m—m)"]| 
70 SC Os_,(m—hb", (8.8): 


[注意 ”40u mm) 也 可 写成 别 的 形式 ,例如 各 0%4 (n,m 如 .| 


4， 某 指定 格 中 惟有 个 球 的 不 同 放 法 数 
设 第 % 格 中 恰 有 7 个 球 的 不 同 放 法 的 全 体 组 成 集合 Bi. 
为 了 得 到 符合 B; 的 放 法 , 需要 在 这 % 个 球 中 选 出 7 个 放 在 第 
i 格 (一 共有 0; 个 不 同 选 法 )， 再 把 余下 的 n 一 7 个 球 放 在 其 
它 的 m 一 1 格 ( 一 共有 B= (2 一 力 ” 种 不 同 放 法 )， 所 以 . 
总 的 不 同 放 法 数 为 CCm 一 了 D”'， 即 
n(B) 一 CO 一” 
当然 ， 也 可 以 求 " 恰 有 总 格 其 中 每 格 丛 有 7? 个 球 的 不 局 
放 法 数 , 或 “至 少 有 人 格 其 中 每 格 惟有 > 个 球 ” 的 不 同 放 法 数 .， 
但 是 计算 更 为 繁琐 ,所 以 就 不 讨论 了 . 
5. 某 指 定格 不 空 (其 它 格 不 管 空 不 空 ) 的 不 同 放 法 数 
设 第 纪 格 不 空 的 不 同 放 法 的 全 体 组 成 一 个 集合 B.， 那 玉 - 
B= BrU BIU.…UB:. 
其 中 及， BB,…，B? 如 上 一 段 中 所 定义 的 , 且 两 两 互 不 相 容 ， 
所 以 . 
nCB?) —n(Bi) 十 … “tn(B) 


= 名 Cm- 1)"—» 
6. 某 指定 的 7 格 不 空 (其 它 格 不 管 空 不 空 ) 的 不 同 放 法 数 
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， 使 第 加 记 …, 纪 格 不 空 (其 它 格 不 管 空 不 空 ) 的 不 同 放 
法 的 全 体 组 成 的 集合 恰 为 
Buf Bafl of Bos. 
符合 这 个 集合 的 条 件 的 放 法 必须 通过 以 下 % 一 + 十 1 种 不 同 的 
情况 达到 : 
第 工种 情况 ， 这 了 格 中 恰 有 Y 个 球 . 
第 2 种 情况 ， 这 和 格 中 恰 有 Y 十 1 个 球 . 


oones 


deseen 


第 ww 一 r+1 种 情况 ， 这 ?7 格 中 恰 有 个 球 . 

其 中 每 种 情况 是 通过 三 个 步骤 达到 的 ， 例如 及 个 球 的 情况 
的 三 个 步骤 分 别 为 : 第 一 步 : 在 % 个 球 中 选取 个 , 选 法 数 为 
:05 第 二 步 : 把 这 个 球 放 到 这 ?个 格子 中 (LK 宇 7), 县 不 许 出 
现 空格 , 放 法 数 为 4(%, 7) (计算 公式 见 第 1 段 ); 第 三 步 ; 把 
余下 的 % 一 个 球 任意 放 到 余下 的 m 一 7 格 中 去 ， 放 法 数 为 
B= (m 一 7)”*， 所 以 由 乘法 原则 , 本 情况 的 不 同 放 法 数 为 
Ce4 (2 ?7) (m 一 +)"”*， 再 用 加 法 原则 ,可知 


n(BaN Buf N Bi) = SOAG, 7) (m—r) "nh, 


这 就 是 某 指定 的 7? 格 不 空 的 不 同 放 法 数 . 
7. . 某 指 定 的 了 格 中 有 总 和 恰 为 ?个 ( 球 ) 的 不 同 放 法 数 
为 : ORR = Oi m7)" 
83. 第 1 格 有 名 个 球 、 第 2 格 有 no 个 球 、.…… .第 m 格 
有 ?im 个 球 (ni 十 … 十 Tam 一) 的 不 同 放 法 数 为 
Ome 
9. 有 一 格 有 mw 个 球 、 一 格 有 ms 个 球 、…… 、 一 格 有 mm 


个 球 的 不 同 放 法 数 

设 RU， ?tm 中 有 i 个 nz, 1 个 za ;和 个 (m4 
为 两 两 不 同 , 氏 十 十 7 一 M0， TI 十 于 十 一 十 pe = 
n), 那 末 符 合 条 件 的 放 法 可 由 两 个 步 又 实现 ; 第 一 步 , 在 m 个 
格子 中 分 出 ri 个, 准备 各 放 nm 个 球 , 分 出 各 个， 准备 各 放 
73 个 球 ，…… ， 分 出 名 个 ,准备 各 放 nw 个 球 , 不 同 的 分 法 数 为 
人 人 第 二 步 ， 在 个 球 中 取出 71 组 各 有 x 个 球 , ya 组 各 
有 2a 个 球 ,，……, "1 组 各 及 个 球 分 别 放 到 前 面 的 格子 中 去 ， 
乐 同 放 法 数 为 Oo 一 和 ， 所 以 本 段 所 要 求 的 不 同 放 法 数 为 

Or rine rm 
特别 , 如果 人 im 两 两 不 相等， 那 末 上 式 化 简 为 
mM! Ou 

以 上 这 此 公式 虽然 术 短 但 是 对 具体 的 情况 (给 定 了 7 
m7 了， 4 Nm 等) 总 可 以 由 计算 器 进行 计算 而 得 到 结 
果 . 
另 一 方面 ， 在 理论 上 也 可 以 通过 解析 数学 的 方法 来 求 这 
些 公 式 在 %* 或 m 很 大 时 的 近似 表达 式 (叫做 渐 近 公 式 )， 这 
里 就 不 讨论 了 . 


对 .2 相同 的 球 , 不同 的 格子 

把 % 个 相同 的 球 放 到 m 个 不 同 的 格子 中 去 ,计算 在 各 种 
不 同 条 件 下 的 不 同 放 法 数 , 这 是 波 色 - 爱 因 斯 坦 的 量子 统计 法 
中 运用 的 模型 ， 在 这 种 模型 中 ， 全 部 的 不 同 放 法 数 为 CO25t 1 
《 即 m 一 个 相同 的 隔 板 与 % 个 相同 的 球 的 不 同 排 列 数 
参见 第 一 节 ). 

4 没有 空格 的 外 观看 起 来 不 同 放 法 数 ( 记 为 A’(n, m》 
设 %>m) 
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出 于 所 有 的 球 是 相同 的 ,所 以 可 先 在 各 格 放 一 个 球 , 再 把 
余下 的 % 一 mn 个 球 分 配 到 m 格 中 去 , 外 观看 起 来 ， 不 同 的 放 
法 数 为 0&-hyim-1。 于 是 

| A’'(n, m) = ONhyrmi— OT 
2. 恰 有 7 个 空格 的 外 观看 起 来 不 同 的 放 法 数 [ 记 成 
Atm(n, m1 
” 恰 有 Y 个 空格 可 以 分 两 个 步骤 实现 ， 第 一 步 , 在 m 个 格 
中 任 取 了 个 作为 空格 ， 不 同 取 法 数 为 C5; 第 二 步 , 把 % 个 球 
放 到 余下 的 m 一 7 格 中 但 不 许 出 现 空格 ， 从 外 表 看 起 来 不 同 
的 放 法 数 按 二 应 为 0x。 由 乘法 原则 得 到 
A hn, m) 一 CO 一， 

38. 有 7 个 以 上 空格 的 外 观看 起 来 不 同 的 放 法 数 ( 记 为 
Atry(n, m)) 

.由 23.8 定理 2 可知 


mM 一 1 m—1 
dsl m) = BE A m= BD OO 


淖 某 指定 格 中 恰 有 ?7 个 球 的 外 观看 起 来 不 同 的 放 法 数 

设 第 j 格 中 恰 有 ?个 球 的 外 观看 起 来 不 同 的 全 体 放 法 组 
成 的 集合 为 BB， 为 了 得 到 符合 Bi 的 放 法 , 上 只 需 把 其 它 % 一 7 
个 球 放 到 其 余 的 m% 一 1 格 中 去 就 行 了 ， 这 时 外 观 不 同 的 放 法 

数 为 CVD 一 Ca， 所 以 
0(0BD 一 OECD+m-9。 

. 5. 革 指定 格 不 空 ( 洪 它 格 不 管 空 不 空 ) 的 外 观看 起 来 不 
同 的 放 法 数 

设 第 # 格 不 空 的 外 观看 起 米 不 同 的 放 法 全 体 组 成 一 个 集 
合 .B:， 注意 球 都 相同 , 为 了 得 到 符合 B; 的 放 法 只 须 先 在 第 4 
格 中 放 进 一 个 球 ， 再 把 其 它 % 一 1 个 球 放 到 这 m 格 (包括 第 
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烙 ) 中 去 ， 不 同 放 法 数 为 O81)+m-1， 所 以 
n(B) 一 CA 2。 | 
6、 某 指定 的 了 格 不 空 (其 它 格 不 管 空 的 胸 外观 着 和 
来 不 同 的 放 法 数 
设 指定 的 7 个 格 为 让 如 为 了 符合 Bal… 内 By, 
(并 考虑 到 所 有 的 球 无 区 别 ) 上 只 须 先 在 这 7 个 格 中 各 放 一 球 ， 
更 把 其 它 的 % 一 ”个 球 任意 放 到 原来 的 m 个 格 ( 包 括 指定 的 7 
个 格 ) 中 , 不同 的 放 法 的 数目 为 C87)4m-1， 所 以 
3 nCBaN NN By) = O07 1。 
， 了. 某 指定 7 格 中 有 总 和 怡 为 1 个 ( 球 ) 的 外 观看 起 来 不 
间 的 放 法 数 为 
OUT ORBF ny 
其 中 前 一 因子 表示 把 7 个 球 放 到 ?7 个 格子 中 的 放 法 数 ， 
因子 表示 把 留 下 的 % 一 7 个 球 放 到 其 它 一 个 铺子 中 的 公关 
数 ( 又 因为 球 都 是 相同 的 ,所 以 前 面 不 需 象 3.1 第 7 中 那样 再 
乘 因子 0%)， 
8. 第 工 和 格 有 闷 个 球 ,第 2 格 有 和 个 球 ,…… 第 奴 格 有 
"4m 个 球 wua 士 … 十 rm 一 人 的 外 观看 起 来 不 同 的 分 法 数 为 工 ( 因 
为 球 都 相同 )， 
”9，、 有 一 格 有 ni 个 球 ,一 格 有 ?ms 个 球 ,……, 一 格 有 zo 个 
球 的 外 观看 起 来 不 同 的 放 法 数 
设 和 ?oo 中 有 站 个 各 73 个 ra …, 交 个 和 其 中 
9 两 两 不 同 (Tit mm, Jo 十 十 pt 一 9 十。 
十 rm 一 79， 则 符合 要 求 条 件 的 一 种 不 同 放 法 就 对 应 于 把 m 个 
格子 分 成 组 (第 工 组 入 个 格 每 格 准备 放生 个 球 ,…… ,第 ! 
组 妈 个 格 每 格 准备 放 个 球 )， 不 同 的 分 法 数 为 O 守 “…"。 所 
以 本 段 要 求 计算 的 数目 为 CO" 
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注 比较 3.1 与 3.2， 可 以 看 到 ， 由 于 球 从 不 同 变 成 了 相同 ， 在 求 
NI) 时，3.3 比 3.1 略 为 复杂 ,但 是 在 求 其 它 各 种 数 数 的 情况 中 ，3.2 
党 比 3.I 简 单 。 原因 在 于 在 8.1 中 球 都 不 同 , 因此 不 仅 要 考虑 每 个 格 
中 有 多 少 个 球 , 而且 还 要 考虑 是 娜 几 个 球 ， 在 数 数 时 ， 为 了 得 免 妆 重 ， 
常常 需要 用 到 排斥 与 包含 原理 ， 但 是 在 3.2 中 由 于 球 相同 , 故 能 吕 免 
用 排 与 包含 折 理 ,采取 直接 的 简 拓 计算 而 得 结 各 果 . 


3.3 相同 的 球 ， 不 同 的 格子 旧 和 村 不 放 超 过 一 个 于 
性 ) 


把 % 个 相同 的 球 放 到 mm 个 不 辐 的 格子 中 去 , 但 每 格 不 能 : 
超过 一 个 球 (2<m)。 计算 在 各 种 不 同 条 件 下 的 不 同 放 法 数 ， 
这 是 费 米 - 狄 拉 克 的 量子 统计 法 中 运 办 的 模型 ， 在 这 种 模型 
中 , 全 部 的 不 同 放 法 数 为 0%( 即 从 m 格 中 取出 放 球 的 % 格 ) . 
在 这 种 模型 中 , 除 下 述 提 法 外 , 都 没有 意义 。 

5 某 指 定格 不 空 的 不 同 放 法 数 为 

Js 。 ( 先 放 一 个 在 该 格 ， 再 把 % 一 1 个 球 放 到 其 余 
m 一 1 格 中 去 ); 

6" 某 指定 的 7 格 不 空 的 不 同 放 法 数 为 

Os ( 先 在 这 指定 的 + 格 中 各 放 一 球 ， 再 把 余下 的 

nn 一 ?个 球 放 到 其 它 m 一 ?+ 格 中 去 ); 

7 某 指定 了 格 中 有 总 和 人 恰 为 1 个 球 的 不 同 放 法 数 为 
Qer, nl<m—r, n<m) 

CO5 (把 ?个 球 分 在 指定 的 7 格 中 ,再 把 余下 的 % 一 5 

个 球 放 到 其 它 mw 一 7 格 中 去 ) 。 


“3.4 相同 的 球 , 相同 的 格子 


% 个 相同 的 球 放 到 mm 个 相同 的 格子 中 去， | 问 外 观看 起 来 不 同 的 分 
法 数 有 多 少 ? 


站 比分 洁 娄 汶 Je “把 2 个 相同 的 球 放 到 nw 个 相同 的 烙 子 中 去 
i i nA yy 

符合 4 条 件 的 放 法 可 分 为 下 列 各 种 情形 ; 

各 格子 中 所 放 球 的 最 小 数 为 0。 这 就 是 说 至 少 有 一 格 是 空 的 ,但 由 
于 格子 是 相间 的 ， 所 以 此 时 外 观 不 同 的 放 法 就 相当 于 把 % 个 球 放 到 其 
余 ?w 一 1 个 格 中 去 的 放 法 , 其 数 即 是 24。n-1 一 fm--1(?)， 

各 个 格子 中 所 放 球 的 最 小 数 为 3。 这 时 可 以 先 在 各 格子 中 放 一 个 
球 ， 再 把 其 它 的 w 一 m 个 球 放 到 这 m 个 格 中 去 , 而 且 要 求 每 烙 所 放 球 
的 最 小 数 为 0， 由 上 一 种 情形 的 讨论 可 知 : 外 观 不 同 的 放 法 数 为 
Fn-1Cn—m). 

各 个 格子 中 所 放 球 的 最 小 数 为 3， 这 时 可 以 先 在 各 格子 中 放 3 个 
球 ， 再 把 其 它 的 % 一 2m 个 球 放 到 这 mm 个 格 中 去 , 而 且 要 求 每 格 所 放 
球 的 最 小 数 为 0。 由 第 一 种 情形 的 讨论 可 知 , 外 观 不 同 的 放 法 数 为 
Fn-1(9— 2m). 

名 个 粘 子 中 所 放 球 的 最 小 数 为 …， 类似 地 可 算得 此 时 外 观 不 同 
的 放 法 数 为 fm_1C(n 一 Em). 


综合 全 以 上 各 种 情形 用 数 数 的 加 法 原理 可 得 
fn Cn) =f,_1(n) fn-1 (n —m) + fm-1Cm— bm) 


ee 
这 是 一 个 进 礁 公式 ， 给 定 了 # 后 可 以 从 力 = 工 开始 起 算 并 逐步 加 大 思 。 
从 而 得 
f1(n) =1, 
fom) = +fn +fi(n- 人 ++(n [多 2) 


- 国 :-[ 
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(注意 每 项 的 信 都 是 一 共 [ 羡 |+1 项 )， 
Faln) =faln) +fo(n—3) +fa(n—6)+."+fs(n— [各 |3) 


-和 


种 机 
,| -加 sea ] 


一 


fm) 
给 定 了 % 和 m, 利用 计算 器 就 可 以 逐步 算出 fCn). 
例如 ， fn (0 的 表 (m， 7): 


心 | 泽 


烙 数 hn 1 2 3 
2 1 2 2 3 3 4'. ‘4 
3 1 :2 3 4 5 ? 8 
4 1 2 3 5 6 9 11 
5 1 2 3 5 7 10 . 13 
6 1 2 3 5 了 11 14 
7 1 2 3 5 7 11 15 


由 这 个 表 也 可 以 署 到 , fm(m) 极 不 规则 ， 因 而 也 就 很 少 有 可 能 得 到 更 好 
的 计算 公式 . | 
如 果 还 要 求 无 空格 , 则 不 同 放 法 数 为 fm(n 一)， 


3.5 不 同 的 球 ， 不 同 的 格子 ， 而 且 在 同一 格 中 的 球 排 了 次 
序 ( 带 有 序 排 列 的 占 位 问题 ) 
n 个 不 同 的 球 任意 放 在 m 个 不 同 的 格 中 ， 而 且 放 在 同一 
个 格子 中 的 球 也 排 成 一 排 ， 所 有 外 观看 起 来 不 同 的 放 法 和 排 
法 都 认为 是 不 同 的 ， 问 不 同 排放 的 总 数 有 多 少 ? 


下 


说 辽 闹 浊 


二 ) 


设 这 种 不 同 排放 的 总 数 为 [mJ"， 为 了 得 到 这 些 不 同 排 
放 的 总 数 , 只 需 计 算 经 过 两 个 步骤 的 排放 第 一 步 ， 不 计 这 由 
个 球 的 差别 ， 任 意 地 放 到 这 m 个 格子 中 去 , 不 同 的 放 法 
有 Oi 种 ( 见 3.2); 第 二 步 ， 再 考虑 这 站 个 球 的 次 序 ， 不 
同 的 排污 共 有 24! 种 .因此 总 的 不 同 的 排放 数 为 
(nim—1)! .nl 
nim—D! 
= (nm—1) (n+ m— 2).. (m+1)m, 


一 
Nn! ORTm-1 = 


所 以 
Em"=mmt1) m2 mn m1), (3.4) 
把 这 种 情形 与 3.1 中 的 模型 对 比 ， 可 看 出 ， 本 节 只 是 比 
3.1 多 要 求 了 球 在 格 中 考虑 次 序 这 件 事 ， 在 3.1 中 不 同 放 法 
的 总 数 为 
mm 一 memem-…m 《7 个 相 乘 ). 
如 今 的 不 同 排放 法 的 总 数 为 (当然 多 些 ) 
Emo]”* 一 和 (十 二 (2 十 2 (m+n m1) 
(2 项 相 乘 但 每 次 增加 二， 
(记号 [mJ" 有 一 点 象 " 罕 ”， 但 乘 的 因数 每 次 增加 了 。 


3.G 不 同 的 球 , 相同 的 格子 (对 应 于 分 类 问题 ) 


% 个 不 同 的 球 任意 放 进 m 个 外 表 完 全 相同 的 格子 中 去 ， 
问 外 观看 起 来 不 同 的 放 法 有 多 少 种 ? 在 不 许 出 现 空格 时 ， 这 
于 人 成 加 类 的 不 同 分 法 数 ， 
BC m), a A 

A m)=BOn, m)m! (4A(n, m) 见 3.1 第 条 ) 


”因此 


Bn: 加 = 了 02 只 4 中 ， (8.5) 
其 次 ,对 一 般 的 情形 [多 许 有 空格 情形) 可 按 空格 的 个 数 
分 情况 ， 空格 为 上 个 的 放 法 数 为 太史 卫生 所 以 总 的 不 


( 
同 放 法 数 为 


Aln, mm) , A(n, m—1) A(n, 1) 
m! mT (m—1)! tt Ir (3.6) 


习 题 4.3 


1, 求 分 别 在 3.1 及 3.2 的 情况 下 ， 某 指定 ? 格 为 空 的 不 同 放 法 
数 ， 
- 2。 试 证 明 
OnORrn-1— CmnOma 二 二 (一 1)*O% One) 
十 * 十 (一 1)n1On-100 一 Ow, 
[提示 : 用 排斥 和 包含 原理 计算 3.2 中 的 1, 并 与 二 中 已 得 和 的 结 
果 作 比较 .] 
。 仿照 3. 工 中 5 的 办 法 求 3. 2 中 的 5， 看 看 能 得 到 什么 样 的 恒 等 
式 ， 
4.。 求 分 别 在 3. 卫 3.2, 3.3 诸 情 况 下 指定 的 + 个 格 中 恰 有 ?i 个 空格 
的 外 观 不 同 的 放 法 数 。 


5。 试 证 明 m= 0Aln, 月 . 
[提示 用 组 合 变换 的 逆转 公式 .] 


Wo 


第 四 节 ”常见 的 数 数 方法 


第 三 节 介绍 了 给 定 一 个 问题 后 如 何 用 各 种 方法 数 数 ， 本 
节 介绍 一 些 常见 的 方法 ， 作为 应 用 这 些 方法 的 例 也 .并 讨论 
一 些 有 关 的 问题 . 
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六 


人 .1 递 推 法 


在 第 二 章 中 我 们 曾经 提 到 过 递 推 公式 , 和 推 法 就 是 查办 
法 导出 所 数 数 的 递 推 公式 。 如 有 可 能 , 还 进而 推出 表达 数 数 
的 公式 ， 罗 

【 例 直接 从 DY 的 定义 建立 它 的 递 推 公式 ， 从 而 导出 
Dm 的 公式 , 其 方法 如 下 ， 

Dx 是 久 个 号 码 不 同 的 球 “” “2”， 4*，“m” 中 可 重复 地 
选取 m 个 的 组 合 数 ， 计 算 这 个 组 合 数 可 以 分 下 列 % 十 工种 不 
同情 形 . 

第 工种 情形 ; “1” 号 球 不 出 现 ,这 时 不 同 的 组 合 数 为 D? 
(在 其 它 mn 一 种 球 中 取 m 个 ); 

第 2 种 情形 , “1” 号 球 出 现 一 次 ， 这 时 不 同 的 组 合 数 为 
D" 祝 (在 其 它 n 一 1 种 球 中 取 m 一 1 个 )， 

第 +1 种 情形 ;“1” 导 球 出 现 大 次 ， 这 时 不 同 的 组 合 数 
为 了 :二 (在 其 它 % 一 工种 球 中 取 和 一 大 个 ) 

第 mm 十 1 种 情形 ; 人 ”号 球 出 现 m 次 , 这 时 不 同 的 组 合 
数 为 D3_1 (在 其 它 w 一 1 种 球 中 取 0 个 )， 
于 是 由 数 数 的 加 法 原则 得 到 递 推 公式 为 “ 
D*= DY 1+ Dr 4D" 二 +， :十 Do, 
显然 , 五 论 什么 m， 都 有 
一 
于 是 由 递 推 公式 可 知 
D2 = .Dr+ Di!1+ .+ DI = m+1, 


去 84 一 


了 一 了 十 2 二 二 


一 (m+l) 上 me 十 (一 全 十 …… 十 工 = 人 上 3 二 


= O42, 
-Dr+De!+ + DO%t2t Ontit +0 
=—O% stO%1t:. + O08+02 
Om2t+ Orrt .+ (Ci+03) 
一 Ce 十 Cos 十 十 CE 
一 CU 十 CT 十 … 十 CO2 十 人 
=—0O% 2st Olt + OF 
~OnttOneat'+O8H Os = 
Omr2t Onrs™ Onmts, 
现在 我 们 已 经 可 以 估 到 D» 应 该 为 Om74-1， 今 用 数学 归纳 法 
证 明 
也 8 一 Cl。 
显然 , 2= 工 时 公式 是 正确 的 (两 边 都 是 蕊 ， 设 2 一 时 公式 
正确 : 


Dx 一 kl 
那 末 在 ”一 4 二 时 ,根据 递 推 公式 , 有 
DR 一 DZ 十 DY 十 十 了 
一 CN- 十 CON- 十 二 CO 和 1 十 CR 十 OU 
= On t Omit-at "+ OFti+ (OF + OF) 
= Oi ON -et OFT OR 
= OR 1 十 CO 十 十 O82 一 ee . 
= Ontk1t Orr-1— OW rr, 


-一 232 一 


可 见 %= 上 十 时 , 公式 仍 正确 ， 由 数学 归纳 法 原理 可 知 ， 
对 一 切 % 均 有 
Dr = Oin-1, 
这 种 方法 的 优点 是 它 有 上 典 型 性 ， 程序 清楚 技巧 性 要 求 不 
高 ,易于 普及 . 
【 例 2】 从 寻 2,…, 从 中 , 任意 选 w 个 数 (不 可 重复 )， 
问 其 中 无 二 个 相 邻 的 不 同 选 法 有 多少 种 ? 
解 ， 把 这 种 不 同 选 法 的 总 数 记 为 gn(n)。 符合 这 种 条 件 
的 选 法 可 分 两 种 情形 ; 第 一 种 情形 是 “1” 在 被 选 上 之 列 , 那 末 
其 它 的 mw 一 1 个 元 素 必 须 在 ft, 4 …, 坟 这 % 一 2 个 数 中 选 ， 
且 仍 要 求 不 能 有 相 邻 的 数 , 它们 的 不 同 选 法 数 为 gm_1(n 一 2); 
第 二 种 情形 是 ”不 在 被 选 之 列 ， 那 末 m 个 数 必须 在 
{2，3，…， 对 这 ?一 个 数 中 选 ， 而 且 仍 要 求 不 能 有 相 邻 的 
数 ， 其 不 同 选 法 数 为 gm(n 一 1)， 由 数 数 的 加 法 原则 ,可 得 总 
的 不 同 选 法 数 应 为 gn_1(n 一 2) 十 gm 一 1). 因此 得 到 递 推 
公式 
gm (1) — Gm-_1 (n—2) 十 gm (2 一 1), 
现在 进一步 找 9m (9 的 表达 公式 、 显然 ， 对 任何 均 有 
91(7n) =%n. 
于 是 由 上 述 递 推 公式 及 显然 的 关系 四 (2) = 0 可 知 
93(7) 一 9i(2 一 2) + ga(n—1) 
=91%—2)+gn—8) 十 ga(2 一 2) =. 
一 Ia 一 2 十 gt 一 3) + +g(l) 十 9a(2) 
一 (一 分 十 人 一 3) 十 … 十 工 | 


~ LDDs, (n—1>2) 
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ga( 人 一 ga(2 一 2) 十 9s(2 一 二 ) 
一 ga(2 一 2) 十 ga 人 (2 一 8) 十 9a(2 一 2) 


一 的 (2 一 32) 十 9a(2 一 3) 十 … 十 ga(3) 十 ga 分 
一 ga 人 2 一 2 十 9 一 2) 十 … 二 ga(3) (0 二 一 0 
一 Co as 十 Of 十 … 十 CO ... 
一 On_。“《 与 例 工 类 似 地 推导 ) (n 一 2 之 3)， 
对 一 般 的 m, 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 
gm (1) = Orcm_D = On mt1. 
【 例 3】 % 个 不 同文 字 a1,…, a 的 一 个 排列 如 果 满 尼 ， 
对 一 切 1<i<n 均 有 ai 不 在 第 2 个 位 置 上 ， 则 称 为 将 忌 挤 列 ， 
求 这 % 个 不 同文 字 的 全 部 禁 忆 排 列 的 数目 . | 
解 : 设 % 个 不 同文 字 ac， …，an 的 全 体 不 同 的 禁忌 排列 
数 为 D,。 为 了 得 到 禁忌 排列 ， 只 须 通过 两 个 步骤 : 第 一 步 是 
选取 第 一 个 位 置 上 的 数 , 它 除 w 外 均 允 许 , 共有 % 一 1 种 不 同 
选 法 ;第 二 步 是 选取 其 它 位置 上 的 数 ， 又 可 分 两 种 不 同 的 情 
形 ， 不 妨 假 定 已 选 的 第 一 个 位 置 上 的 数 为 oC% 短 了 ， 第 一 种 
情形 站 在 和 4 个 位 置 上 选 到 的 不 是 1， 这 就 是 说 ,在 位 置 
,一 区 k 十 1，…, nn 上 分 别 各 不 允许 出 现 09,…， 
Qi 0x+1 …， amw 这 是 nn 一 1 个 文字 的 禁忌 排列 问题 (只 
是 & 的 禁忌 位 置 变 成 了 8), 不 同 的 禁忌 排列 数 为 D,_1; 第 二 
种 情形 是 在 第 个 位 置 上 为 cy， 那 末 其 它 % 一 2 个 文字 分 别 
不 能 在 它们 原 有 的 禁 鼠 位置 上 出 现 ,所 以 这 是 ”一 2 个 文字 的 
禁忌 排列 问题 ， 其 禁忌 排列 数 为 D。。， 综 上 讨论 结果 ， 利 用 
加 法 原则 与 乘法 原则 可 知 : ?2 个 文字 的 禁忌 排列 数 应 为 
(n—1) CDo- Drs_s). 
从 而 得 到 递 推 公式 为 
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本 D,= (n~1)(D,1+D,.s). 
而 且 显 然 还 有 


Di=0, D,=1, Ds=2., 
我 们 改写 递 推 式 为 
Ds,—nDs-1= — 《Dai — Cn—1) D2), 
念 oo 王妃 。 一 0D。ub 
于 是 wa~ Das—2Di=1, oo 一 一 -1。 
因此 : ba 一 《一 
-所 以 ， 


一 o 十 mnD i= (—1)"+nD,- 
一 (一 芒 ? 二 2[( 一 力 生 十 nm—1)D,..,] 
=(—1)"+n(—1)" i+n(n—1) Ds—*. 
=(—1)"rn(—1)" +n(n—1) (—1)" 

十 … 十 n(n 一 1)…3( 一 D? tn(n— 1).…2D, 
~n![<—1” -+ DY: (1)" CD 1. 


去 ] : 
GT 0 本 | 


于 ?二 -| 


【例外 3. 中 的 4A(n, m) 的 玫 这 式 是 用 尖 斥 和 


包含 原 


则 推导 的 ， 为 了 说 明 递 推 法 的 用 途 ， 这 里 用 递 推 法 重新 将 它 


推导 一 次 . 


把 % 个 不 同 的 球 放 到 mm 十 1 个 不 同 的 格 中 去 , 且 要 求 没 


有 空格 , 完成 这 件 事 可 以 分 成 下 列 数 种 情形 : 


第 十 格 中 只 有 工 个 球 (Cz 种 取 法 ), 其 它 m 格 中 放 余 


下 的 % 一 工 个 球 且 不 出 现 空格 .不 同 放 法 数 为 C"4n 一 


1, m)s 


第 m+1 格 中 有 2 个 球 (05 种 取 法 ), 其 它 m 格 中 放 祭 下 


~ 


235— 


的 2 一 3 个 球 且 不 出 现 空格 .不 同 放 法 总 数 为 Cr4(a 一 2 mm)3 


第 m+1 格 中 有 % 一 m 个 球 (Os-"” 种 取 法 ), 其 它 m% 烙 中 放 
余下 的 m 个 球 且 不 出 现 空格 .不 同 放 法 数 为 Ox*"Am, m)， 
按 数 数 的 加 法 原则 总 的 不 同 的 放 法 数 为 
OiA(n—1, m)+C2An—2, m) 十 … 十 CU "Alm, 007 。 
因此 , 我 们 得 到 递 推 公式 
Aln, m+D) ~ OAn—h, m), 
下 面 从 这 个 递 推 公式 出 发 推导 A4(n, m) 的 表达 式 ， 关 然 n 
个 球 放 入 一 格 只 有 一 种 放 法 , 即 
Aln, DD =1. 
由 递 推 公式 可 知 
Aln, 2) = 0 0:-208 
=2"—2 (注意 六 0*= (+D"=2). 
于 是 
Aln, 8) = 了 
一 家 op 一 oo -or3-Gi-3 bE 
= 0 (2) 22011-l 
-2(0:-02-Grmi-0s) 
人 
一 3 一 3.2" 十 3， 
.再 看 一 个 4(n, 名 , 以便 能 总 结 出 一 般 的 规律 。 


te™” 


yr 


Aln, 4) = 守 0s4(n-h, 8) 
衣 一 号 


一 名 Ca 一 82 十 3) 


= SIO(8"t— 8.9"t8) 一 00(3 一 3.2* 上 3 
k=0 


—02(83—8.23+8) —O"!(8—3.2-+3) 
一 CC 一 3+3) 


+3 0%—02(8"—3.2"+3) —02 


-8"(1+ 二 ) -8.2 (1+3) 
二 3.2" 一 8* 十 38.2* 一 3 一 1 
一 各 一 4.3" 十 6.28 一 4 
从 上 面 得 到 的 4 2)，40 3), 4(n, 和 的 表达 式 可 以 大 
胆 地 狂想 ; 可 能 存在 一 些 常数 01,…, 0,s, 使 
An, m) =m"— Om—1)"*t+O (mm— 2)"*—O(m—3)" 
十 十 (一 "2O% av， : 
为 了 更 容易 比较 , 令 Oo= Ow 一 1， 那 末 
A(n, m) =Com"—Oim—1)*+O(m—2)* 
一 十 (一 1D) "10% 21 二 (一 1)"O,.0°, 
怎样 猜 出 这 些 01, …， Cm 呢 ? 就 需要 对 m=2, 8, 4 进行 
分 析 推 测 . 注意 到 


Oo | Ci O02 Cs | O04 
m=2 2 1 
m=4 1 4 6 | 4 1 


所 以 这 些 Co， Cr 03, Os, 04 恰好 是 组 成 一 个 杨辉 三 角形 的 


因而 可 以 猜测 一 般 的 结论 为 ; 
对 于 一 般 m%, 应 有 
Oo=0%, Oi1=0O%, -%, Op=O0%, », On = Om, 
也 就 是 说 , 得 到 一 个 确切 的 猜想 ; 
Aln, m) Om Om 
十 (一 1)"On (mo mm)", 


i -DO mb) 


但 是 以 上 的 归纳 是 不 完全 归纳 ， 为 了 严格 论证 上 述 公式 确实 
是 对 的 ,还 需要 用 数学 归纳 法 证 明 它 ， 利 用 4(w m 十 1) 的 递 
推 公式 就 可 以 完成 数学 归纳 法 的 证 明 ， 这 一 证 明 留 给 读者 完 
成 . 
【 例 5] (斯 特 林 数 ) 令 
(区 一 上 一 1) 人 一 2)… 人 一 n+t1), (4.1) 
“本 和 
($)o 
那 未 人 ,是 上 的 % 阶 多 项 式 ， 中 的 末 地 为 su 站 ,和 
第 一 闫 并 特 检 元 ,具体 地 说 ,就 是 


(#) ,= sn, Ee, (4.2) 
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[ot 


反 过 来 , 如 也 可 以 写成 一 些 系数 习 以 (2)x， 然 后 求 和 , 这 些 系 
数 称 为 第 二 类 斯 特 林 数 , 记 为 8u 妨 ， 也 就 是 说 


t= ESCn, 用 (Gu (4.3) 
下 面 推导 两 类 斯 特 林 数 的 递 推 公式 
显然 ， (00 =1, Stn, n=1, 


s(n, 0)=0，S(n, 0) =0 (>0 时 , 殷 ( 引 ,都 元 常数 
项 ). 
由 ( 妨 , 的 弟 推 公式 
(nti= Onli—n) (4.4) 
可 知 . 


7+1 
宫 sG+ P= (nr = (nlf —n) 
= Bs, DG—m) 
— sn, 从 zt Sins(n, rr 
k=0 k=0 
n+1 
~ SVs(n, PD) 
E’=1 
Br DF (=-htD). 


于 是 对 0<k<n+1 有 
下 从 =s(n, EF—1) 一 02， 有 ， 
s(2，0) =0 (n>0), s(n, n)=1. 
这 就 是 第 一 类 斯 特 林 数 的 递 推 公 式 ， 由 它 可 以 从 小 的 % 开 始 
起 算 , 逐步 增 大 的 值 , 计算 相应 的 sn, 从 ， 
另 一 方面 , 由 娘 的 递 推 公式 
i 及 Gb) y= Ort 


(4.5) 


可 知 
snt1, Fb) (y= 


tS, bs 
SS, Du 
+ D8, DE), 
= Sm, Vl) (Ov 


十 SS, £) (6 
于 是 对 0 一 4<m 二 有 递 推 式 
Sa 十 二 FE)=S(n, £—1)+ES(n, E), 
[se n=1, Sm, 0)=0 (>0)， (4.6) 
S(0, 0) 一 工 
斯 特 林 数 是 组 合 分 析 中 常见 的 ， 下 面 分 析 一 下 它 的 组 合 
含义 : 
先 从 一 个 函数 的 差分 出 发 , 若 设 
df (2)=f ott) —f(%), 
Mf (0) df vt) — Af (0) 


Mv) A ott) ~ Mf 0). 
那 末 
BFW) = Af (wtt) — df (%) 
一 [Je 十 26) —f ot — [f(t —f(2)] 
一 CT 十 2 —2f (2+t) +f (8), 
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Rf) = 省 /e+ 有 一 下 /Ge) 
一 [xc 十 31) 一 27(c 十 2 十 Fe 十] 
—[f(2+28) —2f(2+t) tf (2)] 
=f (+3) —8f (+25) +8/ (+t) —f (%). 
从 上 面 的 结论 可 以 看 出 ，4tf(w) 象 是 由 f(z+t)， 一 了 [4 
十 (一 卫 杂 ,了 [Ez 十 计 一 2 如 ，--f [sz 十 (一 8) 妇 ,… 分 别 乘 以 
一 些 系 数 然后 再 求 和 所 得 。 而 这 些 系数 为 


这 就 使 联想 到 杨辉 三 角形 , 因此 我 们 可 以 大 胆 猜想 : 
fv) — Of (w+ — OF Ls+ ( -DD 
十 … 二 (一 04 了 [fw 十 (kb 一 人 本 
上 二 (一 Dog (4.7) 
这 个 公式 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ， 请 读者 自己 完成 它 . 
在 这 个 公式 中 , 取 i=1, w 一 0, 并 把 4 简写 为 4 就 得 到 
41(- 玄 (-DOUWG-D (4.8) 
特别 , 如果 fc) =o 就 有 本 
Hf(0) =- 阅 (DOME-Do= Aln, 月 (= 由， 
(4.9) 
(其 中 4(n 有 ) 见 3.1 的 1) 
以 上 得 到 的 是 九 阶 差分 全 Po 的 表达 式 、 反 过 来 ,函数 
值 了 (ww) 也 可 以 通过 7(z) 及 其 各 阶 差分 必 Pe) 来 表达 ， 
我 们 可 以 从 各 阶 差分 的 定义 逐步 递 推 : 
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feint)=ftvt mn—1)t] + df [tet (n—1)t] 
-={f{tzt+ (m2 +Afzt+ nm-2)d} 
+t{4f sft mn—2)t tdfirt (mn—2)t} 
一 [s+ (n—2)] +24,f[z+ (mn— 2)] 
十 他 [oz+ (2 一 双轨 
-={ftz+ (mB) +df[ivt (mn— 3)t1} 
+2{4f [s+ (n—BH+ f+ nH} 
二 《4A[c+ 一 3) 引 十 秋 F [xz 十 人 一 3) 引 } 
=f[vz+ (n—8)1] +34,f[v+ Cn 一 3) 习 
+84FIo+ 一 3) 可 十 由/F[z 二 一 3) 避 


= eneve 


由 此 可 以 猜想 应 有 公式 (< 
f (w+ nt) —0%f [w+ (nh)D +OrAdtf [z+ (mn ~—h)f 
+ 二 Of[w+ (mn 一 如)D. (4.10) 


这 个 公式 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 请 读者 自己 完成 它 。 
到 &= 轧 就 得 到 
ftnt) =00f (8) +OMf 8) TCD， (4.11) 
取 t=-1z 一 0, 由 于 在 Je) 一 wm 时 ,显然 有 dem =0 (kh>m)， 
从 而 得 到 ， ~ 
Onf (0) -+ OAf (0) + OEPF 0) F* t+ OW%A"F (CO) 
(n>m); 
f(®)— OfF(O0) +OLAFO) + tONAFO0 nn<m) 
( 当 f (8) ="). 
也 就 是 说 当 了 (2) =w" 时 ,有 
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ndf (0) + ET 人 (0O) 


+ Dn m+) df(0) (nm)s 

?in 一 - 
ndf (0) + EL. 41(O) 

tot ED pf(0) (n<m). 


但 是 当 上 >>n 时 ,显然 %,% 一 1，…, nn 一 kK 十 2, nn 一 十 1 中 总 有 
一 个 是 0， 事 实 上 , 这 是 因为 如 果 =n+lQ>1), 那 末 nn 一 
+1=1 一 J<0, 从 %n, nn 一 1，… 到 (mn 一 k 十 这 个 连续 整数 
的 最 后 一 个 为 零 为 负 , 所 以 这 串 数 中 总 有 一 个 是 0。 因此 
n(n—1)...(n— k+l1) _0 
El 
于 是 我 们 可 以 写成 一 个 统一 的 公式 (f(%) = 各) 
m 一 工 2 
n"=n4f (0) + 42f (0) 
: tt 47O) 
因此 , m 阶 多 项 式 om 与 m 阶 多 项 式 
odf (0) + 2 2a(0) 
+ DD Amf (0) 
在 所 有 2=% 处 完全 一 样 ， 所 以 这 两 个 m 阶 多 项 式 应 谈 完 全 


一 样 : . 
or= sf (0)ot+ SF zw—1) 


+ oo 一 人 一 (一 mm 
=4f 0) Ot LO st FO 0),. 
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注意 到 Ja) am， 7(O) -0， 所 以 把 四 换 为 后 得 、 
oj Dt HO) Dstt 鸭 ， 
(f(%) =2). (4.12) 
由 此 , 按 第 二 类 斯 特 林 数 的 定义 ,应 有 
So Dd -LF (fw) —o) 


4 及 7 
-人 to 全 (4.18) 
另 一 方面 由 3.6 知 < 名 名 是 nn 个 不 同 的 球 放 到 万 个 相同 
的 格子 中 且 不 许 出 现 空格 的 不 同 放 法 数 ， 因此 就 得 到 ; 第 二 
次 特 林 数 人 (人 下 人 不 同 内 球 交 到 个 相同 的 阁 


a 
se 


人 .2 和 母 函 数 方法 


母 函 数 方法 是 一 种 广泛 运用 的 数 数 方法 一 般 的 母 函 数 
是 一 种 每 级 数 (甚至 还 可 带 负 寄 )， 这 需要 数学 分 析 的 知识 . 在 
作为 有 限 数学 习 论 前 本 书 中 不 涉及 它 ， 本 段 具 对 多 预 起 或 广 
义 多 项 式 ( 即 可 以 带 负 竺 的 情况 ) 这 样 特殊 形式 的 母 函 区 举 儿 
个 例子 来 说 明 数 数 的 母 函 数 方法 . 

【例如 (天平 徒 码 问题 )》 设 有 mi 克 ，ona 克 ，…， ?0 宽 
重 的 夸 码 各 一 个 ， 用 在 天 平 上 称 物 (在 这 些 Tas eT 中 可 
以 有 相同 的 数 ). 

(1) 如 果 相 同 重量 的 夸 码 上 都 带 有 不 同 的 号 码 ( 即 它们 
之 闻 外 表 是 不 同 的 ), 用 它们 称 一 个 % 克 重 的 物体 ， 问 有 多 少 
种 外 观看 起 来 不 同 的 称 法 ? 


-一 244 一 


(2) 如 果 相 同 重量 的 夸 码 外 疯 是 完全 一 样 的 (完全 相同 
因而 不 能 区 别 它们 ), 用 它们 称 一 个 % 克 重 的 物体 , 问 有 和 多少 
种 外 观看 起 来 不 同 的 称 法 ? 

和解: 先 看 只 多 许 把 硅 码 加 在 天 平 的 一 端的 情况 ， 

(1) 对 于 一 个 半 克 重 的 物体 药 一 种 称 法 对 永 于 下 述 方程 
的 一 组 解 (61,…, cx): 

人 

0 或 1 

(其 中 =8 表 示 不 用 第 4 个 夸 码 , 0: 二 1 表示 用 第 不 夸 码 )， 
因此 对 %* 克 的 物体 的 不 同 称 法 数 恰 是 该 方程 解 的 组 数 ， 另 一 
方面 这 个 方程 的 一 组 解 对 应 于 一 个 zemac op 它 恰 是 

(+g™) (二 十 op (十 op 
展开 式 中 构成 的 一 个 项 , 它 的 全 部 解 的 组 数 就 是 展开 式 中 
构成 的 所 有 项 的 数目 .也 就 是 x" 的 系数 . 

这 个 (十 2 代 十 2 这 十 oz 就 则 做 母 函 数 (更 确切 
地 说 , 如 果 令 4 为 称 % 克 的 物体 的 不 同 称 法 数 , 那 末 它 称 为 
4 的 峡 防 数 ).， 在 这 里 它 是 一 个 多 项 式 ， 这 是 一 种 最 简单 形 
式 的 母 函 数 ， 

一 个 数 数 问题 常常 可 以 归结 为 寻找 一 个 母 函数 的 问题 ， 
在 有 的 时 候 , 母 函数 不 仅 是 一 个 无 穷 级 数 而 且 还 非常 复杂 , 伍 
是 对 很 多 情况 来 说 , 它 仍 不 失 为 一 种 有 效 的 数 数 方法 . 

”例如 =7, m=ma 一 ms 一 1 0 一 5 一 6 一 2，IT 一 5 
那 末 不 同 称 法 数 的 母 函数 为 
(1+w)? (+)? (1+) 
=1-+-82+62? 二 10w3 二 12%t-+-18w5 +1854 12%7 
十 13x 十 T3o8 十 12o00 十 10x 革 -十 609 十 3o43 十 Oo 
所 以 称 10 克 重 的 物体 的 不 同 称 法 数 为 (w” 的 系数 )12. 
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一 般 地 说 ， 如 果 这 m4，…，mw 中 有 全 个 mi，ys 个 
oo 个 xm, 而且 mg,…, mm 两 两 不 相等 ， 

Ti 二 r= mt rm 
同时 , 同 重量 的 各 硅 码 之 间 是 可 以 区 分 的 ， 那 末 不 同 称 法 数 的 
母 函数 为 

(1+o™)” 1+ mm) me (Lm 中 

设 这 ms …, mx 中 有 入 个 mo …, 名 个 mx， 而 且 
”mz，…，mmz 两 两 不 相等 

人 “=k, Tim r= my) , 
这 里 与 (DD 不 同 处 在 于 这 六 个 重 wa 克 的 夸 码 彼此 都 是 没有 
my 克 了 奢 码 ,…，c: 个 mz 克 奔 码 

(0 和 ci 和 和，0 委 cs 和 yo， …，0 生 cs)， 

就 对 应 于 方程 

人 

0 和 ci 和 7 0 和 co 和 ra 0<o<m (0; 整数 ) 
的 一 组 解 .全 部 称 法 数 就 对 应 地 等 于 这 方程 的 全 部 解 的 组 数 ， 
但 是 这 个 方程 的 一 组 解 (G1,…, oD) 对 应 于 一 个 gegen 
它 是 
: A EE 
(十 2 入 十 2 十。 十 ep) 

的 展开 式 中 构成 z* 的 一 个 项 ， 方 程 的 全 部 解 的 组 数 就 等 于 
这 个 展开 式 中 构成 zw* 的 所 有 项 的 数目 ,也 就 是 w* 的 系数 .所 
以 本 问题 中 需求 的 不 同 称 法 数 的 母 函 数 就 是 上 面 的 那个 函 
数 . 

例如 有 8 个 1 克 重 的 夸 码 , 3 个 2 克 重 的 乱码, 1 个 5 克 
重 的 夸 码 (与 上 面 (也 中 类 似 , 只 是 相同 重量 的 夸 码 不 象 在 () 
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中 那样 ,在 这 里 ,它们 的 外 观 是 一 祥 的 ), 那 末 母 函数 为 = 
巡 十 w 十 2 十 03) (I 十 吉 十 十 25) (十)》 
一 II 十 2 十 223 十 208 十 204 十 3o5 二 308 二 427 十 38z8 十 3802 
士 220 十 2 二 十 208 十 2 十 0 
所 以 对 于 10 克 重 的 物体 的 不 同 称 法 数 为 (cz 的 系数 )2. 
若 苇 码 多 许 加 在 天 平 的 两 端 , 那 未 对 于 问题 (了 来 说 , 不 
同 称 法 数 的 母 函 数 是 
(vw 十 (二 十) (Ww 十 十 )， 
如 果 £=7, mzy=ms 一 1s 一 1 m4 一 205 一 06 二 92,， m7 一 5， 那 末 
母 函 数 为 . 
w+8v -38v12+162-1+29v-10+43w ?+65%2- 
十 902z 一 十 1082 十 4z5 十 1302 一 十 1372-3 十 1420-3 
十 145z 于 十 148 十 1452 十 14222 十 1372z8 十 1300 
十 J14w5 十 103w5 十 90w' 十 6528 十 48z9 十 292z0 十 16z 世 
+ 804 30 4 wt | 
所 以 称 10 克 重 的 物体 的 不 同方 法 数 为 29( 即 z* 的 系数 ). 问 
题 (2) 比 较 繁 , 这 里 就 略 去 不 讲 了 . 

Mf 例 2] “个 数 1,2,…, % 的 任意 一 个 排列 中 , 出 现在 工 前 面 县 
比 它 大 的 数 的 个 数 岂 做 关于 1 的 逆序 个 数 ， 出 现在 2 前 面 且 比 它 大 的 
数 的 个 数 叫 做 关于 3 的 道 序 个 数 ，，…… ， 出 现在 ”一 工 前 面 且 比 它 大 的 
数 的 个 数 叫 做 关于 % 一 1 的 逆序 个 数 . 这 些 道 序 个 数 的 总 数 叫 做 该 排 
列 的 逆序 个 数 。 显 然 , 任何 一 个 上 述 排列 的 逆序 个 数 不 会 超过 

(n—1) + Cn—2) + 411-2 


今 要 求 在 % 个 文字 排列 中 洲 序 个 数 愉 为 (4< 下- 了 ) 的 排列 有 多 


少 个 ? 


解 ， 设 这 ”个 文字 的 排列 中 逆序 个 数 恰 为 的 排列 一 共有 4,,% 
个 . 
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在 一 个 排列 中 ,关于 1 的 逆序 个 数 不 超 过 w 一 1l， 关于 2 的 道 序 个 
数 不 超 过 % 一 2 …， 关 于 多 一 工 的 逆序 个 数 不 超 过 二 而 且 任 意 给 定 非 
负 整 数组 wdt，ma，…， ma_t， 只 要 满足 mn 一 1 ma < 一 2 …， mn 
<1, 就 唯一 地 能 确定 一 个 关于 1 的 逆序 个 数 为 m1, 关于 2 的 逆序 个 数 
为 m2,…, 关于 % 一 工 的 逆序 个 数 为 mm-1 的 排列 ,其 办 法 如 下 ; 

根据 ms-_1=+ 还 是 0 而 决定 % 一 1 排 在 % 后 面 还 是 前 面 . 

根据 mm-s=2, 41 还 是 0 而 决定 % 一 2 排 在 已 排 好 的 % 一 1、% 后 面 ， 
中 间 还 是 前 面 , 

根据 mn-sa=3, 2, 41 还 是 0 而 决定 % 一 3 排 在 已 排 好 的 % 一 2、% 一 1、 
和 后 面 、 其 中 二 个 的 后 面 、 其 中 一 个 的 后 面 还 是 它们 的 前 面 , | 

以 上 的 排 法 可 以 唯一 地 确定 一 个 排列 , 因此 , 4, 等 于 下 述 方程 解 
的 个 数 

| mi 十 1739 十 十 99n_1 二 万 
mW 整数 ，0 和 71 和 7 一 0<mo<n 一 2, ,0<mn_i1<l, 

但 是 这 个 方程 的 一 个 解 怡 好 提供 了 函数 

(LFrt tg) CL+et ttm) (LF) 
的 展开 式 中 合成 2* 的 一 个 项 xmazm or。 因此 ， 解 的 总 数 就 是 这 展 
开 式 中 的 系数 , 也 就 是 


nn=-1) 


pa An st (FEET) 人 十 了 二 22 十 二 人 十 2)。 


于 是 等 号 右边 这 个 多 项 式 就 是 用 来 表示 (或 称 “ 生 成 ") 4,,4 的 母 函 数 。 
利用 母 函 数 还 可 以 证 明 某 些 等 式 ， 例 如 


【 例 3 生成 组 合 数 Os(0<%<n) 的 母 画 数 为 
SO Go 
生成 04(0<j<<m) 的 母 函 数 为 


3 2 (1 t ») ", 
j=0 
于 是 
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Wh 


vy 


(L142)""= > OxOf ow K+ 
- 富 ( 忆 cg05)d ( 令 b+j=D. 


这 说 明 (1 二 optm 是 生成 (or 的 系数 ) | OOt* (0<I<n+m) 
的 母 函 数 ， 但 显然 (1 十 )"" 是 生成 Obin(0<I<nt+m) (vw 
的 系数 ) 的 母 函 数 , 因此 
> OXOWY* 一 Oo 
特别 ， 如 果 %=m, l=%, 那 末 
冯 COxOo-e 一 Co 
k=0 
但 是 Co 一 C% 所 以 得 到 
C0)"-0%. 
以 上 遇 到 的 母 函 数 是 最 特殊 的 情况 ， 它 们 是 多 项 式 或 者 
是 广义 多 项 式 ( 包 含 z 的 负 宕 的 情形 )。 


如 .3 其 他 数 数 方法 

(一 ) 反射 方法 (对 称 法 ) 

【 例 1 (具有 反射 壁 的 随机 游 动 ) 一 个 质点 从 原点 出 发 
每 次 任意 移动 一 步 ， 可 以 向 右 也 可 以 向 左 ， 每 步 去 一 格 ， 如 果 
一 共 走 了 %n% 步 , 问 

(1) 第 % 步 恰好 走 到 原点 右 方 mw 格 处 的 不 同 走 法 有 多 
少 种 ? 

(2) 在 原点 右 方 ! 格 处 Qn) 加 入 一 个 反射 壁 ( 如 果 质 
点 在 某 步 碰 壁 ， 则 规定 下 一 步 必须 向 左 反 射 到 原来 的 点 ), 在 
此 条 件 下 , 第 % 步 恰好 走 到 原点 右 方 m 格 处 的 不 同 走 法 有 多 
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少 种 ? 
解 : 
(了 设 这 % 步 中 向 右 的 步 数 为 XZ 步 ， 则 向 左 的 步 数 为 
n 一 上 步 . 要 使 第 m% 步 恰 走 到 原点 右 方 % 格 处 等 价 于 ( 振 消 
向 左 走 的 效果 后 , 实际 向 右 走 的 步 数 为 m) 
下 一 nn—k)=m. 
所 以 不 可 能 出 现 % 与 m 奇偶 不 一 样 的 情况 , 而且 


_ n+m 
4 一 一 7 。 


也 就 是 说 , 第 % 步 结果 恰 在 原点 右 方 m 格 处 的 走 法 在 % 步 中 
必 总 数 为 
Co”， 因此 本 问题 所 求 的 数目 为 


f 当 % mm 奇偶 性 相同 ， 
0， 当局 邑 奇 侦 性 不 同 

(2) “质点 走 步 恰好 到 达 原点 右 方 四 格 处 "这 件 事 可 
以 分 成 两 种 情况 完成 ， 第 一 种 情况 是 没有 经 过 反射 壁 反 射 而 
到 达 的 ,不 同 的 走 法 数 为 


ow 当 nw 十 mm 为 偶 ， 
{6 当 % 十 my 为 奇 . 
第 二 种 情况 是 经 过 反射 壁 而 达到 的 (这 时 必须 m<1, 否则 在 
原点 右 方 ! 处 就 会 反射 从 而 达 不 到 原点 右 方 mr 处 )， 现 在 用 
反射 法 求 这 种 情况 下 不 同 走 法 的 数目 . 取 横 坐标 为 到 达 地 点 ， 
每 走 一 步 ， 向 右 或 向 左 移 动 一 格 , 到 纵 坐 标 为 走 的 累计 次 数 ， 
每 走 一 步 ,向 上 移 一 格 ， 所 以 实际 走 的 道路 图 形 为 : 每 走 一 步 
要 么 向 右上 方向 走 一 格 斜 线 ( 即 向 右 走 一 步 )， 要 么 向 左上 方 
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质 


向 走 一 格 斜 线 ( 即 向 左 走 一 步 )， 图 4-2 即 是 这 种 道路 ( 走 法 
的 示意 图 ， 走 % 步 后 处 在 原点 右 方 w。 ， 

格 就 等 价 于 要 求 质点 停 在 图 中 用 处 ， 
如 果 走 到 用 的 道路 是 由 反射 直线 
wl ( 即 在 1 处 的 反射 壁 ) 反 射 而 玉 
的 , 那 末 经 反射 后 走 到 用 的 每 一 条 首 
路 都 对 应 于 一 条 到 MM' 的 道路 , 这 里 ”加 

M' 是 履 关 于 反射 直线 2! 的 镜面 图 4-2 

对 称 点 ， 因 此 , 从 原点 经 反射 到 达 1 的 道路 数 与 从 原点 没有 
反射 壁 到 M' 的 道路 数 是 一 样 的 。 但 是 1' 在 原点 右 方 1 
一 m) 格 处 ( 即 1 的 横 坐 标 ) 也 即 %8 一 mm 处 。 所 以 后 一 种 道 
路 数 等 于 从 原点 没有 反射 壁 走 % 步 后 恰好 到 原点 右 方 21 一 mm- 
处 的 不 同 走 法 数 . 由 (D ,这 数 应 为 


人 人 中 


CO， ， 当 nn 十 m 为 偶 , 且 和 < 
0， 当 n+m 为 奇 或 充 > 
综合 以 上 两 种 情况 可 知 ， 在 原点 右 方 ? 格 处 设置 反射 
的 情况 下 , 从 原点 出 发 走 % 步 后 恰好 到 原点 右 方 m 格 的 不 同 
走 法 数 为 ， 


Oo 当 m<1, 各 十 % 为 偶数 ， 

fs 当 m>1 或 mn 为 奇数 . 

在 m1 且 % 十 m 为 偶数 的 情况 , 有 一 点 不 同 : 这 时 M 与 

4 重合 , 且 均 在 克 处 由 于 -1 处 反射 羽 的 存在 , 到 六 的 
道路 必须 全 在 “=-1 左 侧 ( 可 以 碰 到 z 玫 . 

在 没有 反射 壁 时 ,从 原点 到 不 的 0 条 道路 可 分 为 两 

类 ; 第 一 类 是 到 NN 前 与 c=! 不 相 碰 的 道路 ; 第 二 类 是 到 前 

已 与 5=-? 相 磁 过 的 道路 , 这 类 道路 又 可 以 分 成 甲 、 乙 两 种 : 四 
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种 是 全 在 “=? 左 侧 的 道路 ; 乙 种 是 部 分 在 z=? 右 侧 的 道路 ， 
在 设置 反射 壁 时 , 每 条 乙 种 道路 必 重 合 于 某 条 申 种 道路 ,于 是 
在 z! 处 有 反射 壁 而 且 第 % 步 到 原点 右 方 2 格 处 的 不 同 走 法 
数 就 是 上 述 第 一 关 道 路 与 第 二 类 甲 种 道路 数目 之 和 ,或 考 说， 


EA 中 减 去 第 二 类 乙 种 道路 数目 所 得 的 数 . 

下 面 计算 乙 种 道路 的 数 月 ， 每 一 
条 乙 种 道路 有 一 个 最 大 模 坐 标 1 上 (8 
>0)、 对 于 任意 一 条 从 原点 出 发 终点 


| 为 交 的 最 大 横 坐 标 为 1 的 道路 ， 
0 1 rk It& 都 可 以 找到 一 条 从 原点 出 发 以 太 关 
图 43 于 直线 z=? 十 的 对 称 点 太 ' 为 终点 


的 道路 与 它 对 应 (如 图 4-3)， 反 之 , 从 原点 到 WW' 的 一 条 道路 
也 必然 对 应 一 条 最 大 横 坐 标 为 1 的 乙 种 道路 ， 故 以 最 大 
横 坐 标 为 ?+ 的 乙 种 道路 的 数目 等 于 从 原点 出 发 到 克 ' 的 道 
路 数 ， 即 从 原点 出 发 走 呈 步 恰 好 到 原点 右 方 十 处 格 处 的 不 
同 走 法 数 , 由 (可知, 这 个 数 为 


让 六 十 ? 


这 里 的 万 必须 满足 -2 二。 
因此 , 乙 种 道路 的 数目 为 
委 tp 
总 
所 以 最 后 求 得 当 m=7 且 m% 十 mm 为 偶数 时 , 问题 人 2) 的 解 为 


n—! 
co 侍 “一 + 


-So 


例如 若 n=5,，m=1=3,， 那 来 0 01-5, 2 一 


拓 


nl 
~ 
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用 于 了 


CO 


一 1， 所 以 问题 (2) 的 解 为 4 
【 例 2] (排队 找 零钱 问题 设 在 某 医 院 挂 号 处 有 2 人. 
在 排队 挂号 ， 指 号 费 每 人 5 分 , 但 这 2n 人 中 只 有 半数 人 有 5 
分 一 个 的 硬币 , 其 余人 只 有 一 角 一 张 的 纸币 。 又 设 开始 挂号 
时 医院 挂号 处 没有 零钱 找 ， 间 在 这 2n 个 币值 的 排 法 中 ,使 挂 
号 过 程 中 不 需要 等 待 找 零钱 
的 排 法 有 多 少 种 (例如 说 ， 
第 一 个 币值 不 是 5 分 币 的 所 
有 排 法 就 都 是 需要 等 待 找 堆 
钱 的 排 法 ). 

解 ， 用 横 坐 标 表示 挂号 
人 的 次 序 ， 用 纵 坐 标 表示 挂 
号 处 积存 的 5 分 币 的 数目 . 则 纵 坐 标 负 值 就 表示 找 不 开 零 钱 ， 
27 个 币值 的 不 同 排 法 ( 按 题 意 , 不 看 具体 的 2n 个 人 的 各 种 排 
法 ,只 看 % 个 5 分 币 及 %% 个 1 角 币 的 各 种 排 法 ) 只 需 看 这 % 个 
5 分 币 在 这 2n 个 币值 排队 中 所 占 的 位 置 ， 它 们 一 共有 0 种 
不 同 的 排 法 。 另 一 方面 ,来 一 个 持 5 分 币 的 人 挂号 , 积存 的 5 
分 币 就 多 一 个 , 图 4-4 中 的 线 就 向 右上 方 走 一 格 ; 来 一 个 持 I 
角 币 的 人 挂号 ， 积 存 的 5 分 币 就 因 找 出 一 个 而 减少 一 个 ， 图 
4-4 中 的 线 就 向 右 下 方 走 一 格 。 所 以 这 2 个 币值 的 一 种 排 
法 就 对 应 于 图 4-4 中 终止 于 (2n, 0) 的 一 条 线 (或 称 一 条 道 
路 )。 只 要 这 根 图 线 和 直线 %= 一 1 相交 , 就 表示 这 种 排 法 是 
找 不 开 零 钱 的 排 法 ， 但 是 ,对 于 任意 一 条 与 y= 一 相交 且 终 
止 于 (2n, 0) 的 道路 都 存在 一 条 与 它 关 于 直线 y= 一 的 对 称 
图 线 ( 如 图 4-4 中 的 虚线 部 分 就 是 对 称 图 线 )。 这 种 对 称 图 线 
终止 于 点 (2n, 0) 的 对 称 点 (2n， 一 2)， 我 们 称 这 种 对 称 图 线 
为 虚 图 线 。 因此 ，' 我 不 开 ” 零 钱 的 排 法 数 就 是 这 种 虚 图 线 数 


一 253 -一 


的 全 体 ， 由 于 虚 图 线 终止 于 (2%， 一 2), 每 一 条 虚 图 线 的 含义 
为 ; 在 2n 次 向 上 或 向 下 的 移动 中 , 向 下 移动 数 比 向 上 移动 数 
多 2, 因此 , 向 上 移动 了 nw 一 1 次 , 向 下 移动 了 nn 十 1 次 .所 以 
两 条 不 同 的 这 种 虚 图 线 就 表示 了 这 2n 次 移动 中 % 一 二 次 向 上 
移动 所 占 的 位 置 的 不 同 ， 从 而 虚 图 线 的 总 数 为 085+， 于 是 不 
发 生 “ 找 不 开 钱 ”的 排 法 总 数 为 O08 一 C5! 

[ 注 “如 果 每 个 人 之 间 也 认为 有 差别 ， 那 末 作 为 第 二 步 ， 还 要 对 中 
个 持 有 工 角 纸币 的 人 进行 排列 , 一 共 n! 种 不 同 排 法 ;还 有 第 三 步 ， 对 
9 个 持 有 5 分 币 的 人 进行 排列 ， 也 有 2! 种 不 同 排 法 ， 这 三 个 步骤 联 起 
来 的 不 同 排 法 数 为 ， 


n Cg- 1 _ (2n)! 2 Co 
(0 — CO% nln! = (2n)! Cp CE bn “J 


(二 ) 变 接 方法 

在 第 二 节 2.2 中 曾经 讲 了 两 类 组 合 变换 及 其 逆转 公式 ， 
它们 在 计算 某 些 数 数 问题 时 是 很 有 用 的 ， 本 段 中 将 再 介绍 一 
些 在 数 数 问题 中 有 用 的 一 些 变换 . 

定理 1 第 一 型 斯 特 林 变换 及 其 逆转 公式 ) 车 对 任意 正 
整数 ms 均 有 


">s (Cm, k)ax 


[Ge 5) 称 为 (61 …。 es) 的 斯 特 宁 室 按 ]， 那 来 有 逆转 
公式 


= py| Sm b) Db. (4.14) 
在 证 明 本 定理 前 , 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 1 
La 1, 1=m, 
SBCm, 月, -人 ) (4.15) 
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【证 】 按 slb, 力 和 mw 已 的 定义 i 
= SSCm, ho) [ss(o—D)(o— +)] 


~ SSCm, h (Bs, Do’ ) | 


在 此 补充 定义 
s(k, D) =0 (kD), 

于 是 

"Sm b) ssCk, Dy 


SS (Cm, £) sh, Dls 


| 
-SE Sm, Dslk, DJ 


(因为 <7 时 ， sb; D =0.) 
比较 等 号 两 边 的 两 个 多 项 式 的 系数 , 即 知 引 理 成 立 。 蛋 
现在 证 明 逆 转 公式 :由 引 理 1 


人 S Cm, Ek) -aChk, D la 
Sy Sm, b) sk, Da ( 因 k<L 时 , s(k, 1D) =—0) 


k=0 


= S18 (m, k) sk, ba 


_ scm, DSsh Da) : 
= Ss Cm, (Dsl, Da) [ 国 1>k 时 , sk, DD =0] 


= Sm, Dh, 1 


组 合 变换 与 斯 特 林 变 换 的 逆转 公式 的 证 明 非 常 类 似 。 用 
同样 的 办 法 还 可 以 用 来 证 明 一 个 比 它 们 更 为 一 般 的 逆转 公 
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a 


式 , 即 
定理 2( 第 一 道 转 公 式 ) 车 对 任意 的 wn, pm(%) 与 


gn(w) 都 是 m 阶 多 项 式 , 而且 满足 
gn(0) =— Bplm, b) peo), (4.16) 
pn(®)— Dhlm, 月. 人， (4.17) 


那 末 对 于 从 (qx, ca， …，o) 到 (ba …， 和) 的 下 述 变换 ( 称 
为 第 一 型 变换 ) 


-om, bo (4.18) 
必 有 逆转 公式 ， 
qn Vm, Db (4.19) 
在 证 明 本 定理 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 2 
m : 1, 1=”m, 
Wm Doh D={ om 420) 


【证 】 由 (4.16) 及 (4.17), 得 
pn(®) = Dblm, 及 gre) 


= Dyn, [Spe, Dn) ]. 
再 补充 定 义 pb, 中 =0 ( 当 4<D， 
于 是 i 
pro) = bm, DE pk, D pee) 
-SS bm, Pp, D jo(o) 


[Swem, Pp D jmle). 


PE 


1 


1=0 
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这 个 等 式 的 两 边 都 是 m 阶 多 项 式 , 比较 两 边 的 系数 ， 由 于 w” 
上 只 出 现在 pn( 人 中 (其 它 多) (£<mm) 为 8 阶 多 项 式 , 不 出 现 
jw")， 因 此 有 


Em, beg D -1 (Im 时), 
于 是 写 [S ym Dp, Dm) =0. 
再 比较 zw + 的 系数 , 得 到 
vm, pbb, D=0 (I-m-1 时 ). 
反 向 地 运用 数学 归纳 法 , 即 可 证 明 引 再 的 结论 ，】 
现在 证 明 第 一 着 转 公式 : 由 引 理 2, 得 
an=B [Bm, eolh, Da 


EkE=} 


-TT ym, ph, Da 


wm, Hph, Da 
wm, 及 (加 wb Da) 


4 风 (o or. 1 


定理 (第 二 池 转 公式 ) 车 pn(?)、g,(%) 及 它们 之 间 的 
关系 满足 第 一 逆转 公式 中 的 假定 , 那 末 对 于 从 (ci, aa …, on) 
到 (如 ，5s，…，5,) 的 第 二 型 变换 (ms 让 


ms Ms 1 


中 


| 


让 4s i 


Om 一 之 9 Ch, mn) ry (4 ' 21) 
必 有 逆转 公式 
"= bh, mb (4.22) 
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在 证 明 本 定理 之 前 先 证 明 一 个 与 引 再 2 交代 的 引 理 , 即 
引 理 8 
四 vb 由 -人 Ga 
[证 ) 
qo) = So, hb) pe(o) 


: pl, b): ST blk, m) gn(e). 
注意 到 由 (hm) 0m 之 有 ， 就 有 
go) = DD Dp, bh, m) gn(e) 


{Sod Pw, m) Jen®) 


- 好 ne 有 ei 


=2 [Ep Dy, 由] 
仿照 引 理 2 中 所 用 的 比较 系数 的 办 法 即 得 到 


m=), 
Bo De m= {7 


引 理 证 毕 . 】 
现在 证 明 第 二 逆转 公式 ;由 引 理 3， 有 


en=S [So Dey, mJ 
在 1>1 时 ,补充 定义 pb 及 0, 于 是 


第 一 型 斯 特 林 变换 及 其 逆转 公式 是 第 一 逆转 公式 的 特 
例 ， 这 时 候 pn(%) 一 (2)m，gm(o) 一 2"，9 (nm, 上 ) =s Cm, £), 
由 (m, &) 一 SCm, 有 )， 相 应 地 ,第 二 逆转 公式 这 时 候 成 为 。 

定理 至 第 二 型 斯 特 林 变换 及 其 逆转 公式 ) ” 若 对 任意 正 
整数 m<n, 均 有 


-这 s(k, m) yp, (4.24) 
那 末 必 有 逆转 公式 
-六 Sk, m) by (4.25) 
在 2.2 中 讲 过 的 两 种 类 型 的 组 合 变换 公式 也 分 别 是 第 一 
和 第 二 逆转 公式 的 特例 , 这 时 候 


2Bm(O) 一 12)", gm 人 2) 一 2 
pm, b) =m, b=(—1*0%. 

“(三 ) 变换 法 的 实质 (抽象 处 理 ) 

本 段 讨论 变 换 法 的 实质 , 也 就 是 从 统一 的 观点 分 析 变 换 法 . - 

设 芯 是 一 个 半 序 集 (参见 第 三 章 第 一 节 最 后 一 个 定义 及 例子 )， 生 
最 小 元 素 0( 即 对 任意 的 we 开 , 均 有 0<z)， 并 设 它 满足 条 件 (Z): 对 
任意 的 ? < 多 集合 

也 |4 ce 和 vr<u<y} 

是 有 限 集 ( 记 成 [<, 执 , 类 似 于 闭 区 间 ), 这 样 的 忆 称 为 局 部 有 限 的 站 序 
集 . 

局 部 有 限 的 半 序 集 的 典型 例子 有 

【 例 臣 下 为 全 体 非 负 整 数 ,“<” 就 是 普通 的 大 小 次 序 , 0 元素 就 
是 0. 

【 例 3】 叉 为 不 比 n 大 的 全 体 非 负 整数 ， 半 序 “<” 按 下 述 意义 理 
解 : 、 

z<y 就 是 "一 %= 非 负 整数 

(这 条 次 序 恰 与 我 们 习惯 的 次 序 相反 )， 这 时 最 小 元 素 0 就 是 外 
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[ 例 引 为 全 体 正 整数 ,“<” 按 下 述 意 义理 解 ; 
<y 就 是 2 能 整除 y。 
这 时 最 小 元 素 0 就 是 1. 
【 例 4] 设 4 是 一 个 有 限 集 ， 开 是 以 4 的 一 切 子 集 为 元 素 组 成 的 
集 , 即 
X={S|ScA}, 
在 苹 中 的 半 序 “<” 理 解 为 “Cc” 这 时 最 小 元 素 0 就 是 空 集 $. 
设 半 是 一 个 局 部 有 限 的 半 序 集 ， 设 在 卫 上 定义 且 满 足 条件 
fz, 2) 站 0， 若 xz<y 不 成 立 , 则 f(x, y) =0 (4.26) 
的 二 元 实数 值 “函数 ”=f(x, y) 的 全 体 记 为 即 
F={f|f=/f(%, 9), fx, 7)F0, fx, y) =0(rGy)}. (4.27) 
在 上 定义 一 个 运算 * 如 下 对 了 ,9g€F, 定义 fx*g 为 如 下 的 二 元 


* oe 0 0 0 0 0。 4 


3) fr, Wg Y) (3 re, 
(fg9) (x, Y) = 
0 ( 当 2 人), 


首先 要 往 意 f*9 确实 在 天 中 ,这 是 因为 
Crg) x, D— Bfle, Wg, 办 = 四 :ga o) 0. 


又 当 z 灰 y 时 ， 
(frg) 2 =0. 

因此 * 是 F 上 的 一 个 运算 , * 不 满足 交换 律 , 但 是 可 以 证 明 (F, *) 是 一 
个 群 . 

定理 5 《EF, *) 是 一 个 群 . 

【证 】 分 下 列 数 步 : 

1° 证 明 * 满足 结 合 律 ， 即 

(fxg)xh=fs (gh), 
这 是 因为 由 定义 知 : 当 x<s 时 ， 
[LCfrg) hr, 2)= 之 (frg) Ce, y) hly, 5) 


一 2 > flr, w) -glu, y))hlYy, #) 


WEYET US 


一 之 fx, W gt, Why, 有; 


gauss 


一 260 一 


[fCgrh)]lg, 2)= BE Fo Wgrh) Cu, 全 
= Bf WDB, I Dhly, 9) 
一 3 fr, WW gu, Y) hy, 8), 


所 以 [Cfrg) uh] lr, s)=[f*(9xh) jr, 2). 
又 当 z 相 2 时 ， 

[Cfrg) uh] lr, 人 一 0 一 [JrCgxp)](c，9)。 
因此 (fug) 一 (Cgr7)， 


3 ”证明 五 有 单位 元 5, 其 中 6 二 6(z, 甸 ) 是 按 下 述 定义 的 通 数 ( 称 
为 克朗 内 克 函 数 ); 


0, 
6 吃 =| (4.28) 


这 是 因为 当 x<y 时 ,有 
[Lf*6] (Cw, y) = Sf D0 9) fs, Yly, y) 
一 jz, y). 
而 xy 时 ， (Cf#6) Cz, y) =0=f(7x, Y). 
因此 f*6=f. 
这 说 明 6 是 运算 * 的 右 单位 元 , 同 理 可 证 6 也 是 左 单位 元 ， 因 此 6 是 
单位 元 . 
3” 证 明 对 任意 的 EF 存在 逆 元 广 ，, 即 
ff=frf"1=6, 
今 进行 如 下 ; 令 
了 可， 0 


hg, y) = -0 hls, 1) flu,y) (y+*r, 人 vey) 


0， 当 w 和 gy. 
(4.29) 
这 样 定义 的 hlw, y) 是 可 以 确切 计算 的 ,这 是 因为 区 是 局 部 有 限 的 ， 
所 以 对 满足 z<y 且 ? 关 y 的 y 来 说 ， 在 于 中 只 有 有 限 个 不 同 的 元 素 


11 Wny 使 TEULEY, ''', ZUnEY, 县 
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饮 寺 0 wy G=1, 2, "ys 1). 
于 是 它们 中 必 有 一 个 (不 芒 设 为 ) 满 足 条 件 : ws,…, wn 都 科 。 于 是 
按 定义 有 


~ hl, 一 一 FTC 2) -fC%, wa) 
fl, wn) | 


~ Fla oF sm, t) 
按 辣 样 的 道理 ， 在 ws,…, 中 必 有 一 个 (不 妨 设 为 uo) 满足 条 御 ; 
U3, “1°, wn 都 FW, 这 时 出 现 两 种 可 能 : 如 果 C2 那 末 加 (zw， ta) 一 一 


f(x, Wa) 
Fu Fo Yi; 如 果 w<us, 那 末 
hls, Wa) 一 ——— hs, 2)f CK, Wa) hs, Wi)f Coun, 0 


Te 
由 已 算出 的 he, %), hlw, wr) 完全 确定 ， 依 此 类 推 ,可 知 hz, We)，* 
h(z, us) 痢 分 别 可 以 逐一 地 确定 ,因而 (2, 9) 可 以 计算 出 来 . 
现在 证 明 由 上 述 定义 的 h~h(z, y) 是 了 的 左 北 ; jrj 一 6. 这 是 因为 
Caf es 办 = Dhl fl 办 = 四 :Ga 加 = 


并 且 当 xz<y 且 x 大 y 时 ， 
(hxf) (x, Y) ~ 2 wf wu, Y) 


= uf, y) Hh Fy, Y) 


=0 (由 hzw, 幼 的 定义 ) 
又 当 z 臣 9 时 , 按 定义 , Cx) (z, 外) 一 0 综 上 所 证 可 知 ，. 
(hxf) (x, y) 一 Co， 1). 
因此 hxf=6， 下 面 我 们 把 h 记 成 万! 
这 就 是 说 : 对 每 个 Je 巴 存在 一 个 左 逆 元 廊 !. 下 面 证 明 它 也 是 右 
逆 元 ， 这 是 因为 


frin(frfr) = fr nf) fi! 
| 一 广 : 一方 :*6. 
但 是 元 素 方 : 也 有 左 逆 元 , 设 此 左 逆 元 为 fo, 那 末 
forfr' = forfr frfr) =for CFr rf) fr 
=JorO#fi!=forfi!'=6 
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这 说 明 方 : 也 是 了 的 右 送 元 ,所 以 是 了 的 关 元 ， 今 抽 把 冶 简写 为 广 . 
1 _ 1?~3?" 说 明 ( 杞 区 是 一 个 群 . ] : : | 四 

(PR，*") 称 为 算术 函数 群 . i 
4 运算 * 存在 逆 元 这 一 事实 说 明了 对 和 任意 一 固定 的 cE 有 职 但 存在 一 
个 逆 元 a。 从 而 恒 有 


车 9 一 Jr - 则 f=gro, 
于 是 对 上 的 实 值 函 数 a(y), b(y) (y EX), 如 果 存 在 一 个 aE FP 使， 
by)= Balaly, y) al0) #0. (4.30) 
记 
, aly)， 当 w=0, 
jw 扔 一 | 任意 (0)， 当 z=y， (4.31) 
0,， 当 zy. | 


于 是 fEF, 再 令 - 
9g= .fra [因而 gC0, 0)=f(0, 0)a(0, 0)]， (4.32) 


Ca 人 的- D0, Walu, WD) 
= Beal Db), 89) 
由 (4.32) 及 定理 5 得 


那 末 


f=gral, 
根据 (4.317 利 用 (#.33)， 可 得 
a(y) =f(0, y) = gra!) (0, y) 
一 名 gC0, WaT, Y) = ,这 ， bl aily, ), (4.34) 


(4.34) 就 是 (4.30) 的 北 转 公式 ， 为 了 便于 和 (一) 中 的 两 种 关 弄 的 逆转 
公式 作 比 较 , 记 
Py, W =alu, 9), 
Vy, W) =a lw, 9). 
于 是 9% DD 由 Ge 风头 0， 
当 wy 时 ， oly, WW =phy, %) =0. 
这 时 候 , 只 要 a(0) ++0, 就 有 
bW= BPY Wal 3a) = Dy, Db, (4.36) 


于 是 得 


C4.35) 


定理 6 (推广 的 第 一 型 逆转 公式 ) 如 果 对 于 任意 的 +*、yEX， 
有 pe, 2) 直 0, plz, ) 二 0 (yz); 那 末 对 于 由 对 上 实 秆 “函数 ”a(y》 
确定 的 


b(y) = PY Dal, (4.37> 
a(y) = 妃 ， by, Wb), (4.38》 
其 中 由 (wy, 2 确定 的 方法 为 令 
oa, YW) =, WD. (4.39y 
于 是 a€EF, wx 在 已 存在 逆 元 ec 取 
vy, =a ly, y). (4.40y 


【证 】 当 w(0) 关 0 时 ， 逆 转 公 式 已 在 前 面 证 明了 .现在 证 明 它 在 
4(0) 一 0 时 也 成 立 ， 令 
Ay) =a(y) Tec8(0， 从 
(cr0, 9 为 正中 单位 元 ), 那 末 4&(0) =c 关 0， 于 是 由 (4.36)， 对 于 
by)= BP, W) :Gu) | 
芭 有 逆转 公式 
dW) = Dy, Wh) 
成 立 ， 但 是 由 4( 力 的 定义 可 知 
by) = DPly, Lakv) +o8C0, 由] 
-b+to 名 ply, 0)600, y) 
=b(y) +ep0, 0)800, y) 
所 以 (因为 y=0 时 ， 
,2 PC vs) =9(0, 0); 
9 了 0 时 ， 习 wz 0) 000, W) =0.) 
a ~ By, Wb 
= e860, WI— Dh bo) 
-bY OW ~0800, WD — DB bY, bu) 
= ,及 VY, WIE ~bC Ied C0, y) 
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~ Eby, OFog(o 08(0 WI~e8(0, 护 
TH 

=cpC0, OF BY, W860, WI—08C0, Yy) 
~ep0, 0) Bete 9) 800, W080, Y) 


=cp(0, 0) (8xa (0, Y) ~—o60, 9) 〈 6raTl=a"!) 
=cp(0, 0)a 1(0, #) —e6(0, y) 
一 c[c(0, 0)a1(0, y) —6C0, 1)] C arat=6) 
~=c[(asa TD) 0, 力 一 5(00, y)I=0. 
这 说 明 在 a(0) =0 时 , 逆转 公式 还 是 成 立 的 . 】 
如 果 玉 是 例 工 中 的 全 体 非 负 整 数 , 那 末 定理 6 就 变 为 ， 


车 bn= Splm, Ep)ax。 则 an= hlm, k) bs 


这 就 是 (二 ) 中 的 第 一 逆转 公式 ， . 
对 于 一 般 的 w， 可 以 通过 下 述 路 线 来 确定 内 
2 一 >a 逆 失 ca 一 一 > 中。 
这 是 一 个 一 般 的 原则 。 对 于 某 些 特 殊 情 形 , 例如 组 合 变 换 和 斯 特 林 次 
换 , 则 有 [由 和 44.2 及 (二 )] 
组 合 变换 : gn, 2) 一 (一 4)*04， 此 时 y= =9; 
斯 特 林 变换 ; pCm, EK) 二 Sm, ,此 时 出 (1m, EE) = 8m, 及 
如 果 局 部 有 限 的 半 序 集 有 有 最 大 元 入 对 任意 的 EX, 均 有 
Y 和 六. 现在 研究 也 中 如 下 的 逆序 图, 定义 
X@y 当 且 仅 当 y<z (对 任意 的 多 2 €X), 
于 是 图 满足 
> XY; 
" 若 x@y, y@z, 则 t= 
3 若 zx 的 ”9 图 则 x@a. 
《请 读者 自己 证 明 一 下 ,) 
币 且 (ZX, @) 也 是 局 部 有 限 的 半 序 集 , 和 县 以 N 为 它 的 最 小 元 ， 
为 了 易于 区 别 ， 我 们 把 原来 的 半 序 “<” 下 的 半 序 集 叉 改 记 为 
XX， 忆 ), 把 定理 5 中 的 群 (8 *) 改 记 为 (Fz,g; *)、 对 于 “ 洲 ” 的 闪 序 
帮 而 言 ,对 应 于 定理 5 中 的 群 记 为 (Bz,@, *)， 这 时 人 
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、 关 0， ， ， 本 


天 0， 一 护 
~B17- Ge »{ 0 sg 
Fn y) =f(y, o), 那 未 i 
“fee: 人 ye Pee. 
现在 对 (X, 人 @) 写 出 第 一 型 道 转 公 式 : 取 at Fzc， ， 
b= EB, Hw, Wael) Saly) = a Si, Wo). (4.41) 


(这 里 划 表 示 ( 广 , 人 @) 的 最 小 元 ). 
但 是 (X, 合 ) 的 最 小 元 | 0 就 是 (X， 二) 的 最 大 元 Ny, 于 是 上 面 的 第 一 型 
逆转 公式 就 可 写成 

b= BY DD = oly, Wolw). 


回忆 pu, y)=aly, WW, Yu, y= =0-1(y, ), 
就 得 到 如 下 的 推广 的 第 二 逆转 公式 ; ， 

定理 %( 推 广 的 第 二 型 着 转 公式 ) 如 果 叉 为 有 最 大 元 过 的 局 部 有 
限 半 序 集 ， 其 最 大 元 素 为 N， 又 对 于 任意 的 % YEX, 9(r, 2) 和 天 仿 

plz, 纺 =0(9 寺 2， 那 末 对 于 由 工 上 实 值 “ 函 数 ”a47 确 定 的 
. 2 一 ， Ps WD al), (4.42) 
a = 有 bw, DD: BC 四 (4.48) 
其 中 出 (w, y) 的 确定 方法 为 : 令 
aly, W=9(u, y), 
于 是 <eF( 即 Bx,<-)，a 在 下 的 着 元 为 而 
中 Ge = 1y, WD 

《〈 即 由 9 确定 由 的 规则 与 推广 的 第 一 逆转 公式 相同 , ) 

如 果 民 是 例 2 中 的 全 体 在 [0， 何 之 间 的 整数 ， 那 末 定 理 7 变 成 为: 


: 若 DB 一 ot, ma 则 am 一 wb m)b. 


这 就 是 (二 ) 中 的 第 二 逆转 公式 . : | 
上 面 的 讨论 使 我 们 在 原则 上 可 以 造 很 多 变换 和 逆转 公式 ， 
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除了 组 合 变换 ,斯 特 林 变换 外 , 常用 的 变换 及 递 转 公式 还 有 考 比 岛 
斯 逆转 公式 (第 一 型 ). 

《四 ) 麦 比 岛 斯 送 转 公式 

上 段 讨论 的 重要 特例 是 麦 比 乌 斯 逆转 公式 ， 这 是 数 数 的 
一 个 重要 方法 . 

设 革 为 局 部 有 限 的 半 序 集 ，EE 及 , EE(w, 纺 称 为 黎 
.要 函数 ,如 果 下 述 条 件 满 足 ， 

so -人 0 其 

于 是 EE 有 逆 元 4 记 1= 二 二 则 按 1w(o, 级 一 (ww 9) 
的 定义 ,应 有 


“eyY, (4.40) 


{1 =y, 
p(w, Y) = -和 bls, W, veY, Py, (4.45) 


0, oy. 
4(w, 9) 称 为 去 比 乌 斯 函数 . 
在 (三 ) 的 逆转 公式 中 , 取 a=&, 于 是 a !=p, 


1 
pl Dé, © ={ oe 


其 它 
Vs, 9) =H(y, »), 
从 而 作为 (三 ) 的 特例 ,有 
定理 8( 才 比 乌 斯 第 一 逆转 公式 ) 设 f(w) 为 局 部 有 限 半 
序 集 瑟 上 的 一 个 实 什 “ 函 数 ”, 车 
9 -2 ,f(D, (4.46) 


郊 末 有 逆转 公式 
7 = BD, 9) gC). 4-4) 
【证 】 因为 
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9( 仿 一 ,2 yO = 名， 2(O WF OD, 


由 推广 的 第 一 逆转 公式 就 得 到 . 
CAA pw WD* “gl. 1 
定理 9( 宕 比 久 斯 第 二 逆转 公式 ) 若 f(%) 为 具有 最 大 元 

人 的 局 部 有 限 半 序 集 习 上 的 一 个 实 值 “函数 ”, 若 


9 =— fF, (4.48) 
那 末 有 逆转 公式 
f(D- LY, W900). (4.49) 
【证 】 因为 


gy) = fw -, 它 、 9(u, WF, 
由 推广 的 第 二 逆转 公式 就 得 到 
TD- EWI- RY DID. 了 
在 具体 应 用 去 比 乌 斯 逆转 公式 时 ， 首 先 需要 求 出 帮 比 乌 
斯 函数 的 其 体形 式 . 
【 例 引 若 于 是 全 体 正 整 数 ,“<<” 是 普通 的 大 小 关系 ， 
这 时 最 小 元 是 +， 那 末 由 麦 比 乌 斯 函数 的 定义 (在 此 改写 4 
为 如, 得 . 
wll, 2) 一 一 ,之 ， wl, 全 一 一 凡人 D= —1, 
- (1, 3) -一 之 ， 及 (二 k) 
一 一 以 (省 二 Ad 2 =0, 
(1, 4)=— |, m1, EF) 
=—— [w(t, 1)+pll, 人 十 wb 3)1-0., 
用 数学 归纳 法 就 可 以 证 明 - 
Ll, m=0 (m>2). 
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oy 


完全 类 似 地 可 以 证 明 
bln, nt =—l, 


pw, my) 0. > 
1, m=k, 
因此 wlk, "| 1, m=k 二 1 
0， 其 它 . 
由 麦 比 乌 斯 第 一 逆转 公式 可 知 : 
车 gm) = Sf), 


加 flm) = Eph, mg gm) gm—D). 


车 只 考虑 1 至 % 这 段 正 整数 ， 那 末 由 麦 比 乌 斯 第 二 道 转 公式 
可 知 


车 glm) = DF), 


则 flm) = Pplm, Dglh) =gCm) gmtD). 


这 祥 的 两 个 逆转 公式 其 实 可 以 不 必用 麦 比 乌 斯 函数 而 蕊 不 费 
力 地 直接 得 到 . 

【 例 6] 于 是 全 体 正 整数 , 半 序 如 例 3 所 示 , 即 “w<y 当 
且 仅 当 z 能 整除 9( 记 为 “| 急 "。 这 时 最 小 元 素 为 工 

现在 来 求 麦 比 乌 斯 函数 的 明显 表达 式 .， .首先 注意 : 由 老 
比 乌 斯 函数 的 定义 ,有 ( 当 w<y 且 yz*% 时 ) 
p26 =0. 


在 此 就 是 对 任意 n>>1, 有 ( 令 z 一 有 w= jy=nk) 
之 Ab 人力 一 0. (A) 


要 严格 地 算出 p(k,m)， 需要 多 次 应 用 数学 归纳 法 ， 
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设 mi， …，2，… 等 代表 不 同 的 .大 于 工 的 质数 。 
pb, B=1, pk, m)=0 (km 时 ) 
是 上 的 定义 所 要 求 的 。 显然 有 
p(k, pk) = —plk, £) =—1, 
p(k, pipok) = — Lik, Eb) + nk, pk) + Ck, Pok)] 
= 一 [1—1~1]=1. 
先 用 数学 归纳 法 证 明 
Kk, propnk) = (~—1)", (B) 
假设 n<? 时 ,上 述 结论 成 立 (=1， 2 时 显然 是 成 立 的 )， 今 考 
察 % 一 ?十 工时 的 情况 ， 


tks pe = — [1h, b) + ph, pk) 
十 …… 十 名 bk, pr ph) 


十 … 十 ， 当 Hk, Pn ‘pak) | 


由 归纳 法 假定 , 右 式 为 
一 [一 了 "十 Ca 一 1)1+ OPa(— 1)3+ .Ola( 一 汪 D9 
=—[(1+(—1)]i— OR1(—1)1] 
= 一 [一 (一 DH = (一 了 HL 
因此 bk, Ps pih) = (—1) "Tt. 
即 结论 对 %=1+1 成 立 ， 根 据 归纳 法 原理 知 对 一 切 %, (B) 均 
成 立 ， 
其 次 证 在 rm, …, mn 中 有 一 个 大 于 1 时 就 有 
mk, pep pr"k) 一 0. (0) 
”不 炉 假定 mu 之 2. 
证 明 上 式 的 办 法 是 逐步 递 推 ,其 实质 就 是 数学 归纳 法 , 由 
于 用 数学 归纳 法 写 出 这 证 明 的 全 部 过 程 太 繁 ， 反 而 掩盖 了 实 
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质 , 所 以 在 此 就 不 详 写 这 个 过 程 了 , 而 仅 纲要 地 列 出 这 种 逐步 . 
递 推 的 思路 . 

显然 有 ， 

Lk, pk) 一 — [hlk, E+ k, p=— [l=0, . 
于 是 证 明 的 路 线 为 . 

Lk, Pk) = 0>pk, ph) = 0>° > p(k, ph) 
=0->u(k, pipak) =0—>1(E, pipak) . 
=0>—> pk, ppak) 一 0> 1 (%, Pipapak) 
=—0>p(h, ppopak) 一 0-> p(k, pipopab). 
一 0->.…- : 

p(k, ppar pnh) =0—>°" > p(k, ppa pak) 
=0>p(%, pr'pak) 
07> Hk, phpek) 
—0—>u(k, pr'p2*psk) 
=—0—> > p(k, pp pk) 


p(k, pr pT pnk) 
-0 >p Ch, ph pi pk) =0, 
证 明了 (O)， 就 得 到 卖 比 乌 斯 函数 
1， 车 =m， | 
(一 了 )"， 车 四 一 Du Dr 为 不 
同 质数 ， 

0， 其 它 情形 . 
由 考 比 乌 斯 第 一 逆转 公式 可 知 ， 
车 gm) = 之 f (%), 


由 J (m= Bk, m) gh). 


MK, m) = 


这 是 初等 数论 中 的 一 个 有 名 公式 . 
【 例 7】 车 4 是 一 个 有 限 集 , 4 的 一 切 子 集 如 的 全 体 组 
成 一 个 半 序 集 圣 ( 见 例 全 。 我 们 来 求 它 的 才 比 乌 斯 函数 。 对 
于 SE 了 及, 有 SCA, 
4(S, S) =1, 
HOS, SU 人 ON 一 一 AGO 一 一 (mEA—8) 
ulS, SU va}) = — [ulS, 8S) 二 CS SU to 
~ +p(S, SU{ra))1=1 (co vs EA—8). 
用 数学 归纳 法 可 证 :对 2 …， zs€ 4 一 S， 有 
WS, SU {v1 oo) 一 (一 症 " 
因此 对 51,， 8sC4， 有 
(—1)"S"8, SCSs, 
MS1, Sa) -1 0， 其 它 . 
由 玫 比 乌 斯 第 一 逆转 公式 ; 
车 9(52) = 2 F689, 


则 f (Ss) = so (—1) "eg(8). 
特别 , 车 462 = BD DSD, 

则 D0f(8) = 3 (Dg(8), 

即 f(8) = 习 (-D-eoy(S0D - 六 (-D"egGS9)， 
这 就 得 到 对 称 形式 的 公式 ， 
著 905- 刀 (-D"eo1(80， 

则 f (S52) = 2 (—1) "Hg(5)., 


作为 麦 比 乌 斯 逆转 公式 的 应 用 ， 我 们 重新 计算 一 次 
A (n,m)， 即 计算 把 % 个 不 同 的 球 放 到 m 个 不 同 的 格 中 ， 且 
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不 许 出 格 或 空格 的 放 法 . 
设 这 和 个 格子 分 别 标 以 记号 由， ca …， wm, 于 是 得 
到 一 个 有 限 集 4 {wu ca …， sm， 对 于 4 的 一 个 子 集 
5S= {v6 pe 0， 令 了 (3S) 为 wm …， mw 这 些 格 不 许 空 ， 而 此 
外 的 所 有 格 全 空 的 放 法 数 ; Re(S) 为 nu … vw 这 些 格 以 外 
全 空 的 放 法 数 . 那 末 
BR"(S;) 一 RSD. 


由 例 7 中 的 麦 比 乌 斯 第 一 逆转 公式 可 知 
R(S) = 2 (一 已 ”及 3 
特别 ,注意 2(4) =m, 有 
A(ln, m) =R(A) = > (—1)"™"8 R85) 


-名 (DR. 
"SA 


但 是 当 n(81) 一 时， BR?(S0) 一 如 ,所 以 
Aln, m= 3 HD" 


R20 ng 
SieA 


-Dw 2D.) 


又 , 服 ,1 等 于 4 的 及 个 元 的 了 和 的 目 , 这 是 一 个 组 合 
问题 ,这 个 数 应 等 于 0%。 所 以 
40 网 = (DOs, 
或 ( 令 W 一 一 有 
A 由 =- 思 (Drog(m 一 的" 
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归纳 本 节 要 点 
“本 节 讲 了 几 种 数 数 的 方法 ， 其 中 以 递 推 法 为 常见 。 递 扒 
法 的 实质 就 是 用 数学 归纳 法 数 数 ， 母 本 数 法 一 般 需 与 数学 分 
析 中 的 寡 级 数 结合 起 来 ,因此 本 节 引 未 能 展开 讨论 ， 变换 方 
法 也 是 数 数 的 重要 手段 ,本 节 中 介绍 了 : 

局 部 有 限 半 序 集 上 的 第 一 和 第 二 型 变换 及 其 闻 变 换 公式 
( 道 转 公式 ). 

作为 上 述 变换 的 特例 ， 介 绍 了 局 部 有 限 半 序 集 上 的 麦 比 
乌 斯 变换 及 其 逆转 公式 ; 在 不 同 的 半 序 集 , 出 现在 这 个 着 变换 
中 的 麦 比 乌 斯 函数 各 自 具有 它们 具体 的 形式 。， 

除 麦 比 乌 斯 变换 外 , 还 有 组 合 变换 、 斯 特 林 变换 等 , 它们 
都 是 一 般 有 限 变换 的 特例 


习 题 4.4 


1 平面 上 ”条 徙 此 不 同 的 直线 最 多 可 能 把 平面 分 成 多 少 个 不 同 的 部 
人 遇 
[提示 ; 先 推导 它 的 递 推 公式 .] | 

2. 从 可 重复 排列 的 定义 出 发 (不 要 从 它 的 计算 公式 出 发 ) 推 导 可 重复 
排列 数 RY 应 满足 的 递 推 公式 . 

3. 直接 用 不 可 重复 排列 的 洱 义 ,导出 它 ( 排 列 数 P?) 应 满足 的 递 推 公 
式 . .| 

4. 直接 用 不 可 重复 组 合 的 涵义 , 导出 这 个 组 合 数 C” 应 满足 的 递 推 公 
式 . 

"5， 回 案 上 举 着 个 人 ,要 在 其 中 任 选 力 个 人 (n>>2m 一 1)， 问 : 
CD 任何 相 邻 两 人 都 不 能 同时 被 选 上 的 不 同 选 法 数 是 多 少 ? 
(3) 除 第 1 人 与 第 人 能 允许 同时 选 上 而 其 它 相信 的 两 人 都 不 能 
同时 选 上 的 不 同 选 法 数 是 多 少 ? 
[提示 : 设 CD、(2) 中 的 选 法 数 分 别 为 go(n)，7oCm， 于 来 有 
递 推 式 
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| gn) = fn-1n—3) +fn(n—1), 
fn =fn1n—2) +fnn—1); 


f= fn ml) =1.] 
6. 令 世 (mn, %) 为 


(一 C)% 一 D3 Ln, Kk) (vw) 


中 的 系数 [ 记 住 (一 D2) 二 《一 (一 2 一 DD…( 一 x 一 n+1)]， 推 导 
工 (mn, 人 内 的 递 推 公式 。 并 证 明 
(Da= DL Po 
7， 写 出 用 LCn, 有 作为 变换 系数 的 第 一 型 和 第 二 型 逆转 公式 ， 
8， 对 于 一 个 数列 {Qa}, 定义 | 四 
一 阶 差 Map=Qrpt1 — ks 
二 阶 差 ax=Layti 一 4ax，. 


wb 阶 差 rap= 人 lgge1 一 人 -ag 
如 果 存 在 一 个 mw, 使 4"Yaw 二 0( 不 管 什么 办 , 则 称 {aw} 为 m 阶 革 
兰 数列 。 


试 证 : 
(D 人 为 四 阶 等 差 数列 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 Co Cu om 
On 使 


{an} =Conm tt Om™ IT 十 十 CO nt Ons 
(2) 对 任何 数列 均 有 | 
Gn— np OFAan_ pt OFAan st .4084 an。 
特别 , 若 {an} 为 m 阶 等 差 数 列 , 则 
Cn 一 ait Cida 十 C2_1d2c1 十 … 十 (bh 1dmal ， 
9， 在 下 述 各 小 题 中 分 别 求 su 4au 42o:，…， dial， 并 写 出 通 项 wm 的 
公式 : 
GD ar 一 3 
(9) an= Dl; 
j=1 
(3) a= > 
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10, 


12. 


13. 用 排列 的 涵义 证 明 范 德 蒙 公 式 


14, 


注意 在 计算 各 阶 差分 时 , 可 用 下 述 计 算 格 式 : 


8 0 


ee 全 


车 {an} 为 名 阶 等 莽 数 列 , 证 明 
总 人 xz 一 001 十 C34al 十 084201 十 … 十 CO8+Ldral 
[提示 ， 先 证明 中 上 CI 十 十 CO: 一 00] 


， 如 果 a 一 poy…2pn，24 是 不 同 的 质数 ， 问 把 a 分解 成 mCm< 苞 个 不 


等 于 1 的 因子 的 聚积 的 不 同方 式 有 多 少 种 ? 
证 明 

(O08) — (OF)? + 1 C0)? + OP = (~—1)"0,. 
[提示 :; 用 (1 一 z)” 及 《1 十 %)*” 作为 母 函 数 ,] 


(2+ += D3| OFT) CY ns 
用 有 序 占 位 的话 义 证 明 纳 隆 公式 
[z+ 内 一 为 C5[a 和 


第 五 节 ” 狄 利克 莱 抽 屠 原 则 及 其 推广 
犹 利克 菜 抽 层 原则 是 一 个 极其 初等 然而 应 用 又 较 多 的 初 


等 数学 原则 ， 严 格 说 来 ， 它 不 应 放 在 本 章 之 中 ,但 是 因为 在 
本 书 中 没有 合适 的 章节 安排 它 ， 同 时 它 与 本 章 第 三 节 有 一 定 
关系 ,所 以 权 且 放 在 本 章 . 
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狭 利克 莱 抽 层 原 则 “ 当 n>>m 时 , % 个 球 放 进 mm 个 格 ， 
而 且 滞 时 要 求 每 烙 不 能 超过 1 个 (排斥 性 ， 但 可 以 有 空格 ) 的 
放 法 数 为 0。 

也 可 以 这 样 说 

m1 个 球 放 进 个 抽 层 ,不 管 如 何 放 ， 总 容 下 个 者 民 时 
诗作 有 有 两 个 于 i 

: 如 果 说 得 稍微 广 一 些 , 那 就 是 

inr 生 1 个 (或 更 多 的 ) 球 放 进 m 个 抽 层 ， 那 末 不 管 如 何 
放 ， 总 有 一 个 抽 居 里 至 少 有 7 十 个 球 . 


ee ?0 0 0 o » 


* 


ee 


至 少 有 gt11 个 . 

它 的 证 明 是 极其 简单 的 . 我 们 用 反 证 法 , 设 这 首 个 事 
件 都 不 成 立 ， 那 末 第 一 个 格子 中 的 球 数 <qi， 第 二 格 中 球 数 
<9a……, 第 m 格 中 球 数 二 gm 这 样 总 共 放 的 球 数 入 or 十 … 
十 qm, 这 与 原来 给 定 的 条 件 ( 放 qi 十 … 十 gn 十 1 或 更 多 的 球 ) 
相 耶 盾 ,因此 ,这 m% 件 事 中 至 少 有 一 件 成 立 ， 结 论 得 证 . 

抽 导 原则 的 内 容 是 极其 朴实 的 , 但 是 它 的 应 用 却 很 广 , 在 
具体 应 用 这 个 模型 时 ， 首先 要 认 淮 在 所 论 的 问题 中 什么 是 “将 
子 ”%, 什么 是 " 球 ” 

【人 鲍 廿 证明; 从 单位 长 的 正方 形 中 任 取 五 个 点 , 屠 末 其 
中 必 有 两 个 点 的 距离 小 于 二 7 

【证 】 把 这 单位 正方 形 分 成 如 图 4-5 那 样 的 四 个 小 正方 
形 , 其 中 每 个 边 长 为 1/2. 把 这 些小 正方 形 看 成 格子 , 取 的 质 
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四 从 


| 4-5 图 46 
点 看 成 球 ， 因为 五 个 球 放 在 四 个 格子 中 , 按 抽 屠 原则 必 有 某 
一 格 中 有 两 个 球 ， 也 就 是 必 有 两 个 质点 在 同一 个 小 正方 形 
中 。 于 是 这 两 点 的 距离 必 小 于 这 个 小 正方 形 的 对 角 线 的 长 


I 1 

( 动 +(3) -5 I 

【 例 3] 在 单位 边 长 的 正三 角形 中 , 任 取 七 个 点 , 证明 其 

中 必 有 有 三 个 点 联 成 的 小 三 角形 的 面积 不 超过 于， 
【证 】 把 这 三 角形 的 重心 与 各 项 点 联 起 来 ， 得 到 三 个 水 

三 角形 (如 图 4 6)， 把 这 些小 三 角形 看 成 “格子 2， 把 要 了 的 
点 看 成 球 ， 由 抽 屋 原则 知 , 七 个 球 放 进 三 个 格子 , 必 有 某 格 中 ， 


至 少 有 三 个 球 ,也 就 是 : 任 取 的 七 点 中 必 有 三 点 在 上 述 的 某 个 
小 三 角形 中 ， 因此 ,这 三 个 点 联 成 的 三 角形 的 面积 不 会 超过 


该 小 三 角形 的 面积 二 . 卫 .g& 到 号 


【 例 3】 有 个 人 ， 指 定 其 中 任 一 个 人 ， 计算 他 在 其 他 
一 个 人 中 熟人 的 个 数 . 则 必 有 两 个 人 具有 相等 数目 的 熟人 . 
【证 】 设 第 一 个 人 , 第 二 个 人 ，…… ,第 个 人 的 熟人 个 
数 分 别 为 wa wa …， ww 那 末 它们 都 不 超过 2 于 即 它们 
是 不 超过 n 一 的 nn 个 正 整 数 , 按 抽 居 原则; 这 ?个 数 宁 必 有 
两 个 数 是 彼此 相等 的 ，] 
【人 鲍 旬 证明 : 如 果 一 个 小 数 


0、oaaas…a (Ea or 整数 ) . 
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满足 按 模 10 递 推 的 方程 ， 
oo4ITEI2404 十 7230g 十 十 Iran (mod 10) 

[其 中 (mod 10) 表 示 等 式 两 边 并 不 真正 相等 而 只 是 被 10 除 后 
的 余数 相等 ], 那 末 这 个 小 数 一 定 是 有 理 数 . 

【证 】 只 需 证 明 这 个 小 数 是 循环 小 获 就 够 了 . 取 
《aa as， “0 On), (Qtly oa on， (axialaty °°, 
os+g)，,"…， 这 样 的 每 个 % 位 有 序数 作为 一 个 球 ,再 把 《0,0,…， 
0， 0)， (0， … 0， 1), 区 (0， “0 0, 9)， …， (9, “0, 9, 0)，…， 
(9 pw， 9 9) 等 10* 个 % 位 有 序数 分 别 看 成 10* 个 格子 , 
(aa， 0 on)， ”7 (axw+b …，aw+ 由 这 六 个 球 必须 “ 放 到 ”( 取 
什 ) 这 10" 个 格 中 的 某 个 格 内 ， 按 抽 履 原则 ， 只 要 六 充分 大 ， 
就 必然 在 某 一 格 内 有 两 个 球 , 例如 (an any， (ap 
an (Pl1 忆 pa 过 好 )， 这 就 是 说 

Ca 一 pti, "QT 一 Op+tn, 
于 是 按 递 推 公 式 ,对 一 切 8 应 有 . 
oo Ha (mod 10) 。 
但 是 an Qipsrx 均 在 0， 4， …, 9 之 中 ,所 以 
Ca 一 Cips+N。 

这 说 明达 个 小 天 和 下 小 了 

[ 便 辐 从 1 2,…, 22 这 22 个 正 整 数 中 任 取 ?十 工 个 ， 
证 明 其 中 必 存 在 丙 个 数 使 一 个 数 是 另 一 个 数 的 整数 代 . 

解 : 任意 一 个 整数 一 定 可 以 写成 2%m 的 形式 ， 而 且 其 中 
m 是 奇数 ， 所 六 对 1 2,…, 2% 这 275 个 数 ， 对 应 的 轻 必 是 
1，8, 5,…， 2n 一 1 这 %w 个 数 中 之 一 今 在 1,， 2,…, 2n 中 任 
取 n 十 1 个 数 ， 因此 , 按 抽 导 原则 , 其 中 必 有 两 个 数 对 应 于 相同 
的 wz 即 这 两 个 数 为 

2 及 2mm 
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不 妨 设 X<l, 于 是 2*m 能 整除 2m. 

【 例 6】 任 给 m 个 整数 mw, …, nm, 证明 必 有 及 2 使 
1l<k<r+i<m, 8 

nox 十 ?p41 十 … 十 Wpt1 ”能 被 mw 整除 . 

【证 】 任意 一 个 整数 被 % 除 后 的 余数 只 能 为 0, 1,，…， 
WW 一 1 这 m 个 数 ， 对 1, R73 十 7 二 N88， WN 十， 
十 mm 这 m 个 数 可 分 两 种 情况 , 第 一 种 情况 ， 其 中 有 一 个 数 被 
m 除 后 余数 为 0, 这 就 是 我 们 所 要 找 的 ; 第 二 种 情况 ,这 mm 个 
数 中 没有 一 个 数 被 m 除 后 余数 为 0, 由 于 一 共 上 只 有 m 一 1 个 
不 同 的 余数 , 按 抽 层 原则 可 知 ; 这 m 个 数 中 必 有 两 个 数 被 % 除 
后 余数 相等 , 设 一 个 是 各 十 m2 十 … 十 mm， 另 一 个 是 41 十 ?69 十 …* 
十 mt， 因此 , 它们 的 差 npri 十 … 十 x4i 就 能 被 mr 整除，】 

【人 鲍 7】 有 一 个 小 孩 在 学 习 外 语 ， 他 规定 自己 每 天 至 少 
要 记 住 一 个 生字 .但 是 为 了 易于 复习 巩固 , 他 又 规定 了 每 个 月 
记 的 生字 总 数 不 能 超过 mm 个， 这 样 ,一 共 学 习 了 %* 个 月 (每 月 
按 80 天 计算 )， 试 证 明 只 要 I< (60 一 m)n 一 1， 那 末 在 这 % 个 
月 中 一 定 存在 连续 的 儿 天 , 他 在 这 些 天 中 一 共 记 了 ! 个 生字 . 

【证 】 设 到 第 天 为 止 , 这 孩子 一 共 记 住 m 个 生字 . 因 
为 每 天 至 少 要 记 一 个 新 的 生字 ,所 以 1<m<aa<…<<Qs0n. 又 


由 于 每 月 不 超过 m 个 生字 , 故 有 
Qa0n < NVM, 
因此 : Qt l<astil< <<as0n tnmtt. 


但 是 {60 一 m)n 一 I， 也 就 是 60 十 十 1 于 是 在 
Qi 30n 41 十， …， Qs0n 十 ?这 60% 个 不 超 于 mm 二 1 的 正 
整数 中 , 按 挡 居 原则, 必 有 两 个 是 一 样 的 (因为 总 数 60n 总 比 
界限 wm 十 大)。 这 两 个 既 不 能 都 在 ca，…， cao 中 , 也 不 能 
都 在 ai 十 2 co 中。 因此 存在 o 与 @ 十 2 使 


. w=a;+l. 

即 gj 一 @ 一 J。 这 就 是 说 ， 从 第 i+1 天 开始 一 直到 第 j 了 天 为 
止 , 这 小 孩 一 共 记 了 i 个 生字 .1 

【 例 8】 车 空间 中 有 6 个 点 ， 其 中 任意 三 点 不 共 线 ， 如 
果 把 这 6 个 点 两 两 用 直线 联 起 来 ， 并 且 把 这 种 直线 或 者 涂 以 
红色 , 或 者 涂 以 蓝 色 .。 证明 必定 存在 一 个 三 边 是 同 种 颜色 的 
三 角形 . 

【证 】 在 这 六 个 点 中 , 任意 一 点 pi 与 其 它 五 点 有 5 条 联 
线 , 按 抽 雇 原 则 , 这 五 条 邻 边 至 少 有 三 条 是 相同 颜色 的 , 例如 
说 pupa, pips, pips 这 三 条 边 全 是 红色 的 (或 全 是 蓝 色 的 )， 如 
果 pops,， psps， Ppsps 全 为 蓝 的 (或 相应 地 全 为 红 的 ), 则 三 角形 
%apsps 就 是 三 边 同 色 的 三 角形 ; 如 果 paps, Psps, pps 不 全 为 
蓝 的 (或 不 全 为 红 的 ), 那 末 总 有 一 条 边 为 红 的 , 例如 说 psps 为 
红 的 ,于 是 三 角形 pipsps 就 是 三 边 同色 的 三 角形 ， 

不 论 哪 种 情况 , 结论 都 是 成 立 的 .了 

下 面 论述 执 层 原则 的 推广 一 一 组 合 数学 中 有 名 的 瑞 姆 赛 
和 定理， 在 此 只 解释 它 的 涵义 ， 不 给 出 它 的 证 明 .， 为 了 能 清楚 
地 前 析 它 的 直观 意义 , 先 从 抽 层 原则 开始 分 析 . 

设 有 % 个 点 , 分 别 任 意 地 涂 以 红 、 蓝 丙种 色 之 一 , 那 末 对 
于 任 给 的 正 整 数 g, 只 要 所 给 的 点 数 充分 多 ( 即 % 充分 大 ), 那 
末 必 定 有 g 个 点 具有 相同 的 颜色 (事实 上 根据 抽 必 原则 . 只 要 
n 之 2(9 一 1 十 1 =2g 一 1， 就 总 有 9 个 点 具有 相同 的 颜色 ， 这 
里 29 一 1 是 点 数 的 下 限 , 不 能 再 少 了 ). 

现在 如 果 不 考虑 点 的 涂 色 , 而 考虑 两 点 之 闻 联 线 ( 称 它 为 
边 ) 的 涂 色 . 设 有 郊 个 点 (无 三 点 共 线 ), 每 两 点 之 间 的 联 线 ( 边 ) 
涂 以 一 种 颜色 , 红 或 蓝 , 那 末 按 例 8, 只 要 点 数 充 分 多 ( 即 % 充 
分 大 ), 就 一 定 存在 3 个 点 ,它们 之 间 的 三 条 边 ( 即 联结 这 三 个 
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点 的 三 角形 ) 具 同一 种 颜色 。 事实 上 , 由 例 8 只 需 m>>6 就 可 
以 了 .但 n=5 却 不 行 ， 例如 在 图 4-7 
中 实 线 表 示 红 色 ， 虚 线 表示 蓝 色 的 例子 
就 说 明了 在 5 个 点 时 ,没有 同色 三 角形 . 
在 这 例子 中 所 有 的 三 角形 都 是 具有 两 色 
的 边 . 

这 说 明 6 个 点 (w=6) 是 存在 同色 三 
图 和 7 角形 的 下 限 . 

这 是 瑞 姆 赛 定 理 的 最 简单 情形 , 略为 一 般 的 就 是 . 

妆 有 "个 点 (天 个 类 )， 年 两 点 之 间 的 联 线 ( 边 ) 兴 以 


= 


ee 
0 +» 。 oe 


“ 宕 失 广 一步 就 是 

设 有 mw 个 点 (无 三 个 共 线 )， 每 两 点 之 间 的 联 线 涂 以 一 种 
颜色 : 红 或 蓝 ， 那 末 对 任意 的 正 整 数 gu、ga>2， 只 要 点 数 充 
分 多 ( 即 % 充 分 大 ), 则 下 列 两 者 之 一 总 成 立 ; 要 么 存在 qi 个 
点 ,其 边 均 为 红色 ; 要 么 存在 gs 个 点 , 其 边 均 为 蓝 色 . 

这 一 绪论 还 可 以 推广 到 mm 种 颜色 的 情况 ， 称 为 二 点 结合 
《 边 ) 的 瑞 姆 赛 定理 . 

设 有 % 个 点 (无 四 个 共 面 ) 将 每 三 个 点 构成 的 三 角形 涂 以 
一 种 颜色 , 红 或 蓝 。 那 来 对 任意 正 整 数 g 、%>>3， 只 要 点 数 
充分 多 ( 即 % 充 分 大 ), 则 要 么 存在 qs 个 点 ,其 中 每 三 个 点 构 
成 的 三 角形 均 为 红色 ; 要 么 存在 ga 个 点 , 其 中 每 三 个 点 构成 
的 三 角形 均 为 蓝 色 . 

设 有 % 个 点 (无 四 个 共 面 )， 将 每 三 个 点 构成 的 三 角形 涂 


以 m 种 颜色 中 的 一 种 ， 那 末 对 任意 正 整数 …， 和 mn 盖 3, 
只 要 点 数 充 分 多 ( 即 % 充 分 大 )， 则 下 述 mw 件 事实 中 总 有 一 件 
成 立 : 

存在 和 个 点 ,其 中 每 三 个 点 构成 的 三 角形 都 为 第 一 种 颜 
色 ; 

存在 gs 个 点 , 其 中 每 三 个 点 构成 的 三 角形 都 为 第 二 种 颜 、 
色 ; : | 
存在 qm 个 点 ， 其 中 每 三 个 点 构成 的 三 角形 都 为 第 mw 种 : 
颜色 . 

这 个 结论 称 为 三 点 结合 (三 角形 ) 的 瑞 姆 赛 定理 . 

这 个 定理 还 可 以 推广 到 多 点 结合 的 情形 ， 例 如 四 点 结合 
《下 面体 ) 及 五 点 以 上 的 结合 , 其 直观 意义 就 不 明显 了 . 但 是 在 
两 点 结合 的 情况 下 , 要 求 这 % 个 点 中 每 三 点 不 共 线 ; 在 三 点 结 
合 的 情况 下 , 要求 这 % 个 点 中 每 四 点 不 共 面 ; 在 四 点 结合 或 更 
多 点 结合 的 情况 下 , 对 这 个 点 的 条 件 就 无 法 清楚 地 叙述 了 ， 
所 以 ,为 了 推广 到 多 点 (例如 ?7 个 点 ) 结 合 的 情况 ,就 需 把 两 点 
结合 及 三 点 结合 情况 的 瑞 姆 赛 定理 政 为 另 一 种 叙述 方式 ， 

两 点 结合 的 瑞 姆 赛 定理 ” 设 有 %* 个 元 素 组 成 一 个 集合 
SS. 4 的 子 集中 由 只 有 两 个 元 素 组 成 的 子 集 为 42、4 包 、…、 
4 品 ( 一 共 0% 个 , 每 个 相当 于 一 条 边 )， 把 这 种 子 集 的 全 体 分 
成 互 不 相交 的 m 类 (相当 于 涂 了 m 种 颜色 )， 那 末 对 于 任意 
的 正 整 数 gy、9a、…、9m 之 2, 只 要 的 元 素 充 分 多 ( 即 % 充 
分 大 ), 则 下 述 m 件 事 实 中 总 有 一 件 成 立 ; 

存在 5 的 一 个 有 2 个 元 素 的 子 集 51, S51 的 任意 一 个 只 
有 两 个 元 素 的 子 集 都 在 第 一 类 中 ，; 

存在 S 的 一 个 有 gs 个 元 素 的 子 集 Ss, Ss 的 任意 一 个 只 . 
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有 了 两 个 元 素 的 子 集 都 在 第 二 类 中 ; 

存在 司 的 一 个 有 gw 个 元 素 的 子 集 Sm， Sw 的 任意 一 个 
只 有 两 个 元 素 的 子 集 都 在 第 % 类 中 . 

三 点 结合 的 瑞 姆 赛 定理 ” 设 有 ?个 元 素 组 成 的 集合 &.A 
的 子 集中 由 只 有 三 个 元 素 组 成 的 子 集 为 4®，A48),，…, A63 
(一 共 Cr 个, 每 个 相当 于 一 个 三 角形 )， 把 这 种 子 集 的 全体 分 
成 互 不 相交 的 m 类 (相当 于 把 各 个 三 角形 中 的 每 一 个 涂 以 2% 
种 颜色 中 的 一 种 )， 那 末 对 于 任意 正 整数 9 qa, …, qm 之 3, 
只 要 5 的 元 素 充 分 多 ( 即 % 充 分 大 ), 则 下 述 mm 件 事实 中 总 有 
一 件 成 立 ; 

存在 S 的 一 个 有 gi 个 元 素 的 子 集 5S1, Si 的 任意 一 个 只 
有 三 个 元 素 的 子 集 都 在 第 一 类 中 ; 

存在 总 的 一 个 有 qs 个 元 素 的 子 集 Sa,， Ss 的 任意 一 个 只 
有 三 个 元 素 的 子 集 都 在 第 二 类 中 ; 

存在 仿 的 一 个 有 qn 个 元 素 的 子 集 5%, Sm 的 任意 一 个 
只 有 三 个 元 素 的 子 集 都 在 第 m 类 中 ， 

下 面 叙 述 最 一 般 的 瑞 姆 赛 定理 ， 

瑞 姆 赛 定理 ” 设 有 一 个 % 个 元 素 的 集合 S. .5 的 子 集中 
只 有 ?7 个 (r 为 正 整 数 ) 元 素 的 子 集 为 A429，4 引 ，…， A 如 (一 
共 0 个 ), 把 这 种 子 集 的 全 体 分 成 互 不 相交 的 m 类 , 那 末 对 
于 任意 正 整 数 91,，…'， gw 之 7, 只 要 充分 大 ， 则 下 述 mr 件 事 
实 中 总 有 一 件 成 立 ; 

存在 总 的 一 个 有 和 个 元 素 的 子 集 51,， Si 的 任意 一 个 具 
有 ?7 个 元 素 的 子 集 都 在 第 一 类 中 ; 

存在 访 的 一 个 有 gs 个 元 素 的 子 集 Sa，5s 的 任意 一 个 具 
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有 宁 个 元 素 的 子 集 都 在 第 二 类 中 ; 

存在 S 的 一 个 有 gn 个 元 素 的 子 集 Sm， Sm 的 任意 一 个 
具有 个 元 素 的 子 集 都 在 第 mm 类 中 ， 

使 上 述 瑞 姆 赛 定理 成 立 的 最 小 数 人 与 0 ga gm 7 
有 关 , 记 成 入 (qi,…，gm; 7), 称 为 瑞 姆 赛 数 . 

现在 回来 看 一 下 ”=1 时 的 瑞 姆 赛 定理 ; 把 个 元 素 分 成 
m 个 互 不 相交 的 类 , 屠 末 对 于 任意 正 整 数 91, 92,，…,， 9m 这 1， 
只 要 闷 充 分 大 , 则 下 列 mm 件 事实 中 总 有 一 件 成 立 ; 

第 一 类 至 少 有 qi 个 元 素 ; 

第 二 类 至 少 有 gq 个 元 素 ; 

第 m 类 至 少 有 gw 个 元 素 . 

事实 上 , 这 就 是 一 般 形式 的 抽 居 原则 ,而 且 由 抽 层 原则 可 
知 ; 使 上 述 结论 成 立 的 最 小 数 ， 

从 (999 9 1) = (gq —1)+"+ (qn~1) +1 

-> gi— (mC—1), 

由 例 8 及 图 4-7 还 可 知道 

N(3, 3; 2) =6. 

又 因为 mr 类 中 , 哪 一 类 叫 第 一 类 ， 哪 一 类 叫 第 二 类 ，…， 
都 是 可 以 任意 的 ， 因 此 ， 如 果 (9，…， 4) 是 (qi,，…，qm) 的 
一 个 排列 , 那 末 有 

N(qas *%', ing 7) =N(g1, **, dm; 7). 

对 一 般 给 定 的 q1,…, 49m 之 ?7， 瑞 姆 赛 数 一 一 NN (qs …，. 
gqm; 9 到 底 是 多 少 ， 这 是 一 个 困难 的 问题 。 目前 只 有 个 别 特 
殊 情 况 能 求 出 结果 . 
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如 题 4.5 
. 试 证 明 : 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 中 
CD 任 取 5 点 , 则 其 中 必 有 两 点 ,其 间距 离 不 超过 二; 


(2) 任 取 10 点 , 则 其 中 必 有 两 点 ， 其 间距 离 不 超过 当 ; 
(3) 任 取 史 + 点 ， 则 其 中 必 有 两 点 ， 其 间距 离 不 超过 二 
. 试 证 明 :; 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 

(GD 任 取 避 +1 点 , 则 其 中 必 有 两 点 ,其 间距 离 不 超过 六 


a 
(2) 任 取 202-- 工 点 ， 则 其 中 必 有 三 点 ,由 它们 组 成 的 三 角形 的 面 
积 不 超过 -二 了 


. 斌 证 明 ; 若 任 给 52 个 不 同 的 非 负 整 数 , 则 其 中 必 存 在 两 个 数 , 它们 
的 差 或 和 能 被 100 整除 . 

[提示 : 如 果 给 定 84 个 格子 , 分 别 装 数 0, 1 2 …，50， 对 于 任意 
一 个 非 负 整数 思 若 % 一 或 % 十 能 被 100 整除 , 则 把 % 议 到 第 % 
个 (0<k<50) 格 子 中 去 ， 先 证 明 每 一 个 非 负 整 数 一 定 被 分 配 在 某 
个 格子 中 ,而 且 决 不 会 被 同时 分 配 到 不 同 的 两 个 格子 中 ， 然 后 再 用 
抽 导 原则 ,] 

。 设 有 六 种 药物 ,从 中 任 到 两 种 ,或 者 能 同时 服用 ， 或 者 不 能 同时 服 
用 . 试 证 明 这 六 种 药物 中 要 人 么 存在 三 种 药物 , 其 中 每 两 种 能 同时 
服用 ; 要么 存在 三 种 药物 , 其 中 每 两 种 不 能 同时 服用 ， 

， 用 娜 一 个 定理 可 以 说 明 下 列 事实 ， 有 一 群 人 , 规定 其 中 任意 20 个 
人 去 访问 10 家 军 烈 属 之 一 家 .只 要 这 群 入 足够 多 , 则 一 定 存在 其 
由 30 个 人 ,在 这 30 个 人 中 , 任意 20 个 人 访问 的 军 烈 属 是 同一 家 . 


co 


第 四 章 小 结 


数 数 问题 看 起 来 很 具体 ,不 仅 有 具体 的 数 法 , 还 有 很 抽象 
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的 方法 ， 本章 主要 讲 了 : 

IT， 数 数 的 原则 ， 应 注意 在 混合 使 用 加 法 和 乘法 原则 时 ， 
防止 数 漏 与 数 重 , 这 要 注意 正确 使 用 加 法 和 乘法 原则 . 

2. 可 重复 与 不 可 重复 的 排列 组 合 , 在 实际 问题 中 常 混合 
使 用 

3。 排斥 与 包含 原理 及 其 推广 , 实际 上 它们 是 利用 文 氏 图 
思考 的 严格 化 , 起 到 防止 数 漏 与 数 重 的 作用 . 

4. 用 数 数 法 讨论 一 个 具体 问题 的 例子 一 一 各 种 类 型 的 
球 与 格子 的 占 位 问题 

5. 数 数 的 一 些 其 它 方法 : 递 推 法 实际 上 还 是 归纳 法 ; 母 
函数 法 ; 对 称 法 ; 变换 法 . | 

6. 抽 层 原 则 , 它 可 用 来 证 明 一 些 存在 性 问题 ; 抽 导 原则 
的 推广 。 
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一 一 多 王 症 一 一 一 
有 限 图 引 论 


图 是 一 种 应 用 非常 广 的 和 概念， 在 各 个 领域 中 几乎 都 能 遇 
双 它 。 在 物理 学 中 有 电流 图 ,在 化 工 中 有 流程 图 , 在 通讯 中 有 
信号 流向 图 ， 在 生物 学 中 有 食物 链 图 ， 在 城市 管理 中 有 交通 
图 、 运 输 图 ,电话 线路 图 , 在 体育 比赛 中 有 了 胜 负 关 系 图 等 等 .图 
就 是 所 有 这 样 的 种 种 实际 概念 或 对 象 的 数学 抽象 ， 概 括 了 这 


” 些 对 象 的 共性 ， 图 论 研究 的 对 象 就 是 与 一 个 图 有 关 的 数量 和 


几何 关系 . 

粗略 地 说 ， 一 个 图 就 是 一 些 点 以 及 这 些 点 之 间 的 某 些 联 
线 的 整体 ， 这 里 的 “点 ”和 “ 联 线 ” 分 别 是 菜 些 “ 对 象 ” 和 “对 象 
间 的 某 些 关 系 的 一 种 数学 表征 〈 即 数学 模型 )。 在 各 种 不 同 
的 具体 场合 ,它们 可 以 有 完全 不 同 的 具体 合 义 ， 

月 前 在 图 论 中 应 用 的 术语 并 非 完全 统一 。 对 于 每 一 本 具 
体 的 参考 书 ,读者 应 注意 有 关 术 语 在 该 书 中 的 具体 含义 , 不 要 
混淆 ， 


第 一 节 图 的 一 些 基 本 概念 


定义 1 给 定 一 些 对 象 , 把 每 个 对 象 称 为 一 个 项 点 ,抽象 
地 用 一 个 点 表示 它 ,并 用 ,vs，Vs,… 等 分 别 表示 一 个 顶点 . 
每 两 个 顶点 之 间 可 以 联 一 条 线 或 几 条 线 , 也 可 以 不 联 线 , 以 家 
示 这 两 个 对 象 之 间 的 某 种 关系 这些 联 线 中 的 每 一 条 称 为 一 
条 边 ( 边 可 以 是 直线 , 也 可 以 是 曲线 )。 每 个 顶点 也 容许 自己 
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到 自己 联 线 , 这 种 联 线 是 一 种 特殊 的 边 , 称 为 图 (确切 地 说 : 就 
是 这 个 顶点 上 的 一 个 圈 , 也 可 以 有 多 个 团 )， 如 果 两 个 项 点 之 
间 有 两 条 或 更 多 的 边 , 则 称 这 两 个 顶点 之 间 有 多 重 边 。 两 个 
顶点 心 与 妇 之 间 的 边 记 成 [wu，o], 如 果 是 多 重 边 (r 重 边 )， 
， 则 分 别 用 [wa oa]l，[ot， oa] [oa， val; 表示 之 。 显然 ， 
[vs, va] = [Vs, 1], 边 或 圈 一 般 用 61, 69, *** 洁 表 示 之 . 

定义 2 ”一 些 顶点 和 这 些 顶点 之 间 的 某 些 边 的 整体 称 为 
一 个 无 定向 的 图 ， 简称 为 图 吕 ， 只 有 有 限 个 顶点 的 图 叫做 有 
限 图 ; 顶点 的 数目 % 叫 做 图 的 阶 ,该 图 就 称 为 % 阶 图 ， 没 有 图 
也 没有 多 重 边 的 图 叫做 简单 图 ; 不 是 简单 图 的 图 叫做 多 章 图 . 

【 例 1】 (公用 设备 管道 图 ) ”假定 有 3 所 房屋 及 4 种 公用 
设备 ， 那 末 从 房屋 到 公用 设备 的 管道 构成 为 一 个 图 (如 图 
5-1)， 关中 忆 层 与 人 用 设备 部 是 大 让， 


全 全 付 ( 用 ) os( 乙 ) 
pd 人 这 
WW (1) 0 ® 3) (从 
一 而 一 
5-1 图 5-2 


定义 1 给 定 了 一 些 对 象 ,每 个 对 象 抽象 地 记 成 一 个 点 ， 
称 为 一 个 顶点 ， 在 任 给 的 久 、 vs 两 个 顶点 之 间 可 以 联 一 些 线 
或 不 联 线 ， 每 条 联 线 给 了 以 下 三 种 方向 之 -一 (用 箭头 -> 走 示 
方向 ) 后 , 就 称 为 一 条 定向 边 , 这 三 种 可 能 给 的 方向 分 别 为 ( 参 
见 图 5-2), " 

CL) wi 到 vs 的 方向 ; 记 成 ior 四, 它 是 从 四 出 发 指向 办 

?严格 地 说 : 无 定向 的 图 只 是 不 需要 指明 定向 ( 见 定义 也 ,2 的 图 , 并 不 是 
完全 没有 定向 ， 
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的 定向 边 . 如 果 有 好 儿 条 , 还 可 记 成 [oo oj [or oaja -等 

(2) vs 到 v1 的 方向 : 记 成 [va 2 v1], 它 是 从 oa 出 发 指 同 % dL 
的 定向 边 (注意 : 不 能 记 成 [vy 53])， 

(3) 01 到 vs 及 v3 到 的 双方 向 ; 记 成 tv 0 vaj, 它 可 以 
看 成 是 既 从 w 出 发 指向 0, 又 是 从 vs 出 发 指向 v4 的 定向 
边 . : 

在 (1)、(2) 两 种 情形 中 出 现 的 定向 边 称 为 单 定向 边 ; 在 内、 
vs 重合 时 的 定向 边 称 为 定向 国 , 这 时 它 只 能 有 一 种 定向 。 在 
情形 (3) 中 出 现 的 定向 边 称 为 双 定 向 边 (如 图 和 2(0))， 

定义 % 一 些 顶 点 和 这 些 顶点 之 间 的 某 些 定向 边 的 整体 
称 为 一 个 定向 图 . 

全 部 定向 边 均 为 单 定向 边 的 定向 图 叫 单 定向 图 . 

全 部 定向 边 均 为 双 定向 边 的 定向 图 与 一 般 的 无 定向 的 图 
没有 任何 实质 的 差异 . 因此, 一 般 的 无 定向 的 图 也 可 以 看 成 
是 一 种 特殊 的 定向 图 ， 但 是 在 本 章 中 , 还 是 把 它 作为 单独 的 
图 来 考虑 . 

定义 2” 没有 多 重 定向 边 的 单 定向 图 的 每 条 定向 边 或 
定向 图 上 车 都 附带 以 一 个 实数 , 则 这 种 定向 图 称 为 流向 图 ;每 
个 定向 边 或 圈 上 所 附带 的 数 叫做 这 个 定向 边 或 圈 上 的 流量 .。 
没有 定向 疾 和 多 重 定向 边 的 定向 图 (或 流向 图 ) 称 为 简单 的 ; 
非 简单 的 定向 图 (或 流向 图 ) 称 为 多 重 定向 轩 (或 多 重 流 向 
图 ). 

【 例 3】 考虑 某 各 产品 在 甲 、 乙 、 丙 三 个 城市 的 产销 问 
题 ， 则 可 把 这 三 个 城市 分 别 看 成 三 个 顶点 ， 从 产地 到 消费 
点 画 成 定向 边 ;一 个 城市 对 自己 的 供应 画 成 定 身 加 ( 如 区 
5-2(6))， 如 果 再 把 消费 量 附 写 在 定向 边 或 圈 旁 边 ,就 成 为 一 
个 流向 图 。 因 为 它 有 图, 所 以 是 多 重 流向 图 . 
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【 例 3】 在 考虑 化 学 元 素 之 间 的 结合 关系 时 ， 就 有 多 重 


边 ， 例 如 02，Ws， 到 s ( 见 图 wos 
5-8) 中 , 氨 与 氧 有 三 种 化 合 物 ， pl ao ,a 
因此 就 有 三 重 边 . Rao， 

我 们 用 字母 G, G1 Ga … CHe0) He 
等 分 别 表示 一 个 图 (定向 图 或 i 
流向 图 )， 设 它 的 全 部 顶点 的 5- 
集合 为 ,全 部 边 ( 或 定向 边 ) 的 集合 为 如, 那 末 这 个 图 (或 定 
向 图 或 流向 图 ) 就 可 以 记 成 

G=7, B>. 


显然 任意 一 条 边 ( 或 定向 边 ) e(E 加 ) 必 定 存 在 ww，va (EV)， 
使 e= [ou v0] (或 Fo oi 或 [03, 或 Ev 02]). 

[ 例 急 设 有 一 个 人 带 了 一 条 狗 、 一 只 鸡 及 一 狂 米 过 河 ， 
在 人 离开 时 , 狗 要 咬 鸡 , 鸡 也 要 吃 米 ， 由 于 渡船 很 小 , 此 人 每 
次 只 能 携带 狗 、 鸡 、 米 之 一 划船 过 河 ， 为 了 不 受 任何 损失 ( 即 
不 发 生 狗 咬 鸡 或 鸡 吃 米 的 现象 )， 在 河 的 一 边 就 只 能 处 在 下 
列 10 种 状态 之 一 : | 

人 狗 鸡 米 , 人 狗 鸡 , 人 狗 米 , 人 鸡 米 , 人 鸡 ， 
狗 米 , 狗 , 鸡 , 米 , 空 (从 ， 
如 果 把 这 10 个 状态 看 成 10 个 顶点 , 若 从 状态 心 能 通过 摆渡 
一 次 而 达到 状态 ww， 那 末 就 从 内 引 一 条 定向 边 Fo 叫 至 w， 
由 此 就 得 到 一 个 关于 摆渡 的 定向 图 (图 5 人 . 

定义 3 一 个 图 G 中 的 两 条 边 e 与 g 称 为 邻接 的 ， 如 果 
e= [w, 0], 6 一 [oo; 在 定向 图 或 流向 图 中 ， 两 条 边 。 与 
6' 称 为 定向 邻接 的 ,如 果 e= Evi, W] 或 e= [5s,04] ,0 = [2 04] 
或 0 Eo oo]; 称 为 半 轩 接 的 ,如 果 e= [oo oi, eo'= Fow, 20] 
( 见 图 5)， 
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人 狗 鸡 米 人 狗 鸡 。 人 鸡 米 ”人 独 米 。 人 鸡 


( 江 这 一 边 的 状态 ) 
图 54 


D4 


49 


(6, 9 邻接 ) 。 。(e, e' 定 向 邻接 ) 。 (e 4 定向 半 邻 按 ) 
5-5 
定义 4 一 个 图 G 中 给 定 了 两 个 顶点 v、v', 如 果 存在 ? 
条 边 61, “", @, 使 

81= [v2, 1), 69= [v1, va], **°, @1= To 1, 01, 
则 称 eg …, 61 为 从 4 到 vv (或 从 v' 到 0) 的 一 条 长 度 为 1 的 
道路 , 记 成 [el, ea …, 拉 。 在 定向 图 杂 中 给 定 了 两 个 顶点 她 
办 ， 如 果 存 在 1 条 边 ay …， @ 使 a= [v0, 过 (或 到 机 )， 
0 一 [v1 09j (或 [0 轴 ) pe 2] (或 [v2 20)， 
则 称 6e1,…, 01 为 从 ?到 vw 的 一 条 长 度 为 1 的 定向 道路 ,也 记 
成 [el， es …， ed， 如 果 人 允许 其 中 至 少 某 个 ws= [ws vd]， 则 
称 et …， @ 为 从 % 到 ww 的 一 条 长 度 为 1 的 半 道 路 也 记 
成 [ei, …, 外，v 和 wv 分 别称 为 起 点 和 终点 ， 起 点 和 终点 重 
合 的 道路 (相应 地 : 定向 道路 , 半 道 路 ) 称 为 闭路 (相应 地 . 定向 

”) 半 道 路 在 有 些 书 上 称 为 链 ; 定向 边 在 有 的 书 上 称 为 弧 。 
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闭路 、 闲 半 道 路 ). 

显然 从 4 到 ww 的 半 道 路 也 必然 是 一 条 从 ”到 % 的 尘 道 
路 . 但 是 从 % 到 w 的 一 条 定向 道路 一 般 并 不 一 定 是 从 到 
4 的 定向 道路 . 

定义 5 如 果 道 路 (相应 地 ; 定向 道路 、 半 道路 ) [eu *…, er] 
中 没有 一 条 边 (相应 地 : 定向 边 ) 重复 (双向 边 在 相反 方向 各 出 
一 次 不 算 重 复 ) 出 现 , 则 称 为 简单 的 道路 (相应 地 ; 简单 的 定向 
道路 , 简单 的 半 道 路 )”， 简 单 闭 路 (相应 地 简单 定向 闭路 、 
简单 闭 半 道路 ) 简称 为 环 路 (相应 则 : 定向 环 路 、 环 形 半 道 路 ) 
(特别 地 , 象 多 ”ta 也 算 定向 环 路 ). 

定义 6 如 果 道 路 (相应 地 ; 定向 道路 、 半 道路 ) [eu ;6 
上 除 6; 与 @r1(i 一 1，…, 1 一 了 邻接 (定向 邻接 、 半 邻接 ) 及 
@ 与 el 可 以 允许 邻接 (或 定向 邻接 、 半 邻接 ) 外 ,不 再 存在 其 它 
邻接 (或 定向 邻接 、 半 邻接 ) 的 边 ( 或 定向 边 ), 虽 称 它 为 初等 的 
(直观 地 看 : 不 打 结 ). 

定义 了 如 果 存 在 一 条 通过 图 (或 定向 图 ) G 的 所 有 顶点 
的 道路 (相应 地 : 定向 道路 、 半 道路 ), 则 称 该 道路 (相应 地 . 定 
向 道路 、 半 道路 ) 为 完全 的 . 

【 例 4]】 在 例 4 中 ， 有 没有 能 保证 鸡 与 米 都 安全 且 最 简 
单 的 过 河 办 法 ?有 多 少 种 不 同方 式 ? 


解 ， 这 就 是 在 图 5 的 定向 图 中 寻找 从 顶点 | 人 狗 鸡 米 | 


到 顶点 人 的 初等 定向 道路 问题 .每 种 安全 且 简单 的 过 河 办 法 
就 对 应 于 上 述 的 一 条 初等 定向 道路 .而 这 种 初等 定向 道路 必 
是 下 列 两 条 之 一 ， 它 们 中 的 每 一 条 对 应 于 河 这 边 的 状态 变化 
如 图 5-6 所 示 : 

"有 简单 道路 的 图 未 必 是 简单 图 


人 
人 米色 钨 2» 
人 革 
989h6 
@ 人 人 @ ve 人 


i 
网 区 > 汐 一 洽 ~ 


图 5-6 


其 中 @ 下 示 人 与 鸡 过 河 ， 加 表示 人 回来 : @ 表示 人 与 狗 或 
人 与 米 过 河 ; @ 表示 人 与 鸡 回来 ; @@ 表示 人 与 米 或 人 与 狗 过 
河 ; @ 表示 人 回来 ; @ 表示 人 与 鸡 过 河 ， 一 夫 两 种 简单 而 安 
全 的 过 河 办 法 .每 种 都 需要 来 回 共 摆渡 七 次 ， 

本 例 和 下 面 的 例 5 都 是 用 图 来 帮助 思考 的 例子 . 

引 理 如果 定向 图 GG=《V， BD 存在 一 条 过 顶点 ?的 
闲 闪 道路 , 那 末 它 必 存 在 一 条 过 4 的 初等 环形 半 道 路 , 而 且 后 
者 是 原来 的 闭 半 道 路 的 一 部 分 . 

【证 】 第 一 步 ， 证 明 存 在 一 条 过 % 的 环形 半 道 路 是 原来 
-的 闭 道 路 ( 记 成 也 的 一 部 分 ， . 

如 果 工 已 是 简单 半 道 路 , 那 末 按 定义 它 就 是 环形 半 道 路 ， 
如 果 它 不 是 简单 的 , 那 末 至 少 有 一 条 定向 边 在 工 中 重复 两 次 ， 
设 这 个 定向 边 的 两 个 端点 为 包 及 va， 从 ?出 发 洪 荆 运 ， 不 
炉 设 第 一 次 先 到 达 wu 在 工 中 , 除去 第 一 次 到 v1 及 最 后 一 次 
到 内 之 间 的 一 段 后 ， 得 到 的 仍 是 一 个 闭 半 道路 ， 它 经 过 ?* 且 
是 工 的 一 部 分 , 记 为 LL 如果 荆 已 是 简单 的 , 那 末 它 就 是 环 
形 半 道 路 ， 如 果 它 还 不 是 简单 的 , 那 末 就 用 它 代替 工 , 重复 前 
面 的 步骤 ， 就 可 以 得 到 一 条 过 % 且 是 六 的 一 部 分 (从 而 也 是 
工 的 一 部 分 ) 的 闭 半 道路 ， 记 为 Ls. 显然 ， I 比 工 短 ，Ls 比 
五 短 ,……。 如 此 重复 , 经 过 有 限 次 后 (因为 卫 的 长 度 有 限 )， 
最 后 总 能 得 到 一 条 过 的 简单 闭 半 道路 , 记 成 荆 , 它 是 上 的 
一 部 分 , 按 定义 它 就 是 过 % 的 环形 半 道 路 . 
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第 二 步 ,证 明 存在 一 条 过 % 的 初等 环形 半 道 路 ， 它 是 工 的 
一 部 分 

如 果 荆 已 是 初等 的 半 道 路 , 那 末 它 就 清 尼 要 求 了 . 如 果 
妃 不 是 初等 半 道 路 ， 那 末 L, 上 必 有 一 个 顶点 (不 妨 设 为 必 )， 
它 至 少 是 二 上 某 4 条 定向 边 的 端点 、 从 ?4 出 发 沿 三 走 ， 在 
工 上 除去 第 一 次 到 达 ?与 最 后 一 次 到 达 之 间 的 一 般 后 ， 
得 到 的 仍 是 一 条 过 % 的 环形 半 道 路 ， 它 是 工 ,的 一 部 分 (因而 
也 是 ,的 一 部 分 ), 记 为 ZY， 如 果 LP 已 是 初等 的 , 那 末 它 
就 满足 要 求 了 .如 果 ZG 不 是 初等 的 ， 则 用 Ze 代替 环 后 重 
复 上 面 的 步骤 , 就 可 以 得 到 一 条 过 2 的 环形 半 道 路 , 它 是 了 ?4 

一 部 分 (因而 仍 是 工 的 一 部 分 )， 记 成 LZ 中 ， 显 然 ，L 工 出 

.2292 短 ,而 LL 又 比 工 短 ,……, 如 此 重复 ,经 过 有 限 次 后 ,总 
能 得 到 一 条 过 % 且 又 是 荆 的 一 部 分 的 初等 环形 半 道 路 . 】 - 

定义 8 对 于 图 G 的 两 个 顶点 2, 2， 如 果 存 在 一 条 以 2 
为 起 点 , 以 v' 为 终点 的 道路 , 则 称 由 % 可 达 wv; 记 成 erv (最 
然 由 2ev 可 得 v0; 由 CVs, 223vs 可 得 Vic>bs). 、 

定义 8” 对 于 定向 图 G 的 两 个 顶点 % 与; 如 果 存 在 一 
条 以 0 为 起 点 ,以 v 为 终点 的 定向 道路 , 则 称 由 v 可 这 记 
成 >9; fi 条 以 % 为 起 点 ， 以 为 终点 的 半 道 路 
则 称 由 % 能 连结 2 记 成 2~v (显然 ， 由 2> 并 不 能 得 到 
分 一 > 三 vi>Va,， va->Vs 可 得 vi 一 "ys) . 、 

定义 9 设 有 定向 图 G=《V, >, Vu、2vEV， 营 wu->o; 
且 w>u,， 则 称 G 为 强 连通 的 ; 车 Ww>v 或 2->w， 则 称 G 为 单 
向 连通 的 ; 车 wu~%, 则 称 G 为 弱 连 通 的 ;车 G 不 是 弱 连 通 的 ， 
则 称 G 为 不 连通 的 . 

显然 , 强 连通 必然 单 向 连通 ， 单 向 连通 必然 习 连 通 ， 

定义 9 车 多 重 图 GQG=《V,， EB》 对 任意 的 w、vEV, 均 有 
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we ， 则 称 允 汶 连 通 的 ; 否则 , 就 称 G 为 不 连通 的 。 … 

定理 1 对 定向 图 G=《V, >, 有 

(1) G 强 巡 通 今 G 中 存在 一 条 完全 定向 闭路 ; 

(2) G 单 向 连通 仿 G 中 存在 一 条 完全 定向 道路 ; 

(3) G 弱 连 通 侣 9 中 存在 一 条 完全 半 道 路 ，。. 四 

【证 】 (也 先 证 乓 : 车 G# 中 存在 一 条 完全 定向 闭路 ; 半 
末 对 Vu、vEV, uv 均 在 此 定向 闭路 上 ;， 因此 >%5; 而 县 
> 因而 G# 是 强 连通 的 . 

现 证 “>”， 设 了 = {v1 …,， 由 于 强 连 通 ， 所 以 和 有 

VV Ve>V1 《一 9%) ， 
把 以 上 定向 道路 接 起 来 ， 从 全 a va 天 V1 然后 从 VL ,到 
vs 再 回 到 04 …， 最 后 从 局 到 ww 再 回 到 办， 这 就 得 到 一 条 
完全 定 回 闭路 . - 四 

(2) 先 证 “=”， 车 GG 中 存在 一 条 完全 定向 道路 , 那 末 对 
Yu、 2EV, u、9 均 在 这 条 道路 上 ,因而 要 么 2%>%, 要 么 0->， 
即 G 是 单 向 连通 的 . 

现 证 “人 ， 首先 要 证 明 一 个 事实 如 果 G 为 单 向 连通 的 ， 
那 末 对 六 的 任意 一 个 子 集 4 一 定 存在 只 E4, 使 对 任何 其 
它 的 wE4, 均 有 . 
人 一 > 0). ， (FY 
这 一 可 实 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 4 的 元 素 个 数 应 用 归纳 
法 ;车 2(4) =2 设 4= {vi, v2}, 则 出 @G 的 单 向 连通 性 可 知 : 
vs 或 D4->va 总 有 一 个 成 立 ， 不 妨 设 >va 成 立 ; 那 末 可 
取 作 一 wvL， 设 ; n(4) = 上 时 , v2” 存在， 在 %(4) = 上 十 1 时, 设 
4A= {v1 *, vt 起， 由 于 n({o, Dp}) 一 所 以 由 归纳 法 
假设 可 知 ; 存在 从 E fo …， Vw} (不 妨 设 洲 =90)， 使 >v9。 
02( 即 0 91->Vp)， 现 在 对 4 选择 
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本 人 ( 若 ar>oxsi)， 
. V41 《车 wzsi>od) 。 

那 末 过 就 满足 要 求 了 . 因此 由 数学 归纳 法 原理 可 知事 实 (F) 
成 立 , 

现在 利用 事实 (E) 证 明 坊 ， 由 事实 (四 , 取 4=， 存 
在 一 个 .EV, 它 可 以 达到 六 中 一 切 其 它 顶 点 。. 再 取 4=V 
— {v1}, 由 事实 (F)， 窑 在 v2 EV 一 {vw1}， 它 可 以 达到 下 一 也 二 
中 一 切 其 它 点 ， 然 后 取 4 一 广 一 {v1, v9}, … 依 此 下 去 ， 由 
n(V) 一 n 达 co， 经 有 限 步 就 可 以 选 得 一 帅 br, v5, …, 2s， 和 使 
>V0s，Va>03， Vn->vs， 且 六 = {o oo …， 让， 于 是 
把 到 ws 的 道路 ,v3 到 vs 的 道路 ，…， 44_-1 到 4 的 道路 接 
起 来 , 就 得 到 G 的 一 条 完全 定向 道路 . 

(3) 的 证 明 完全 类 似 于 (了 D 的 证 明 . 留 给 谈 者 仿 证 . 1 

定义 10 对 于 图 (或 定向 图 、 流向 图 )G= 《4PF， 砂 而 言 ， 
全 给 定 顶 点 集 太 的 某 个 子 集 Fo 令 本 =- 恕 中 端点 都 在 Vs 
爸 的 全 体 边 (或 定向 边 ) , 则 称 《V1，B1 为 顶点 集 太 在 G 内 
生成 的 子 图 (或 定向 子 图 ,流向 子 图 ) 若 三 ! 关 肠 , 则 称 人 7， 如 > 
为 真子 图 。 (2) 给 定 边 ( 或 定向 边 ) 集 合 妃 的 某 个 子 集 豆 ,， 则 
称 《7， 忆 > 为 @ 的 部 分 图 (或 定向 部 分 图 、 流 向 部 分 图 . ) 车 
到 尖刀 则 称 《V， 2B》 为 真 部 分 图 ， (3)G 的 部 分 图 的 一 个 
子 图 称 为 G 的 部 分 子 图 . 若 这 图 不 全 与 G# 相同 , 则 称 真 部 分 
子 图 . 

【 例 5】 在 图 5-7 中 

V ,= {vi, v3, vs}, B= FH'={e, 602}. 
从 图 形 上 看 ， 子 图 是 从 原来 的 图 去 掉 一 些 顶 点 和 以 这 些 顶 点 
为 端点 的 边 后 得 到 的 图 ， 部 分 图 是 从 原来 的 图 去 掉 一 些 边 司 : 
得 到 的 图 ， 部 分 子 图 是 从 原 图 先 去 掉 一 些 边 ， 然后 再 去 掩 一 
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图 5-7 


: (a) @ (© (a) 
的 G7, @) 定向 子 图 (V4; (0) 定向 部 分 图 7， 可? 
ci -人 定向 部 分 子 图 

U 


些 顶 点 和 以 这 些 顶 点 为 端点 的 边 后 得 到 的 图 。 要 注意 ; 顶点 
可 以 脱离 边 而 单独 存在 .但 边 不 能 脱离 顶点 而 单独 存在 . …: 
”用 实例 来 说 ， 如 果 G 是 我 国 的 公路 交通 图 ,9 的 顶点 为 
我 国人 口 十 万 以 上 的 城镇 ， 那 末 例 如 河北 省 内 的 公路 交通 图 
就 是 G 的 一 个 子 图 ; 我 国 的 沥青 公路 的 交通 图 就 是 G 的 一 个 
部 分 图 ; 河北 省 内 的 源 青 公路 交通 图 就 是 G 的 一 个 部 分 子 
嫌 . . ' 
i 定理 2 对 于 定向 图 (或 对 应 地 : 图 )G 一 <, 加》, 一 定 存 
在 有 限 个 图 和 = 了 1， 万 >，…，G 一 个 BY>, 使 ; - 
! DD VF=VU*… UW, VNV,=S 
,B=BiUUB, BNBE,-$ 

2) Ge pe 连通 的 》 
闲 为 的 于 壬 到 ( 或 相应 地 连通 ) 分 

【证 】 首先 对 于 和 集合 六 内 的 元 素 ， 区 -和 从 关 系 及 
VYv、 wu€EV, 令 

vRu 当 且 仪 当 v=% 或 vu 而 且 ~ 人 

这 个 关系 名 确实 是 一 种 等 价 关系 ,因为 显然 有 
| vhRv 
vRu=> uBRv 


1 


一 298 一 


vRu, uBRw > oR, 1 
于 是 太 按 这 个 等 价 关 系 可 分 成 有 限 个 等 价 类 六!，…, Vl， 而 
且 广 中 两 个 不 同 的 顶点 4 属于 同一 个 等 价 类 当 且 仅 当 六 
到 " 有 一 条 半 道 路 . 
设 了 。，…， 了 ,生成 的 G 的 子 图 分 别 为 %=《7， 到 >》， 
…, Gh 一 《Vi， Bi》, 那 末 它 们 都 分 别 是 弱 连 通 的 ， 这 是 因为 例 
如 对 任意 的 4 2E8V1,， 有 4Bv， 因 此 存在 一 条 入 到 4 的 半 道 
路 ， 按 媒 关 系 的 定义 , 这 条 半 道 路 上 所 有 的 顶点 都 与 4 尼 - 等 
价 , 因而 它们 都 在 中 。 于 是 按 子 图 的 定义 , 这 条 半 道 路 上 
的 所 有 定向 边 都 在 囊 中 ， 这 说 明 Gi= (Fw 本 >》 是 弱 连 通 
的 ， 另外 因为 CV,，B》 (i 一 1 人 都 是 G 的 不 同 的 子 图 ， 
且 六, …, VV 两 两 不 交 ， 所 以 如, …, 加 ,两 两 不 交 ， 最 后 ， 
对 于 任意 的 e€E 如， 由 于 e 的 两 个 端点 的 -等 价 性 ， 它们 应 
属于 同一 个 FF 因而 eE 如 。 也 就 是 有 
B=BU…UD. 
综合 起 来 , 就 得 到 定理 2. 
注 对 强 连 通 性 或 单 向 连通 性 而 言 ， 定 理 2 的 事实 不 成 立 。 只 能 
得 到 . 
存在 有 限 个 G 的 强 连 通 的 定向 子 图 
G1= V1, BI), **, Gy = (Vi, Bi), 
使 
V=ViU. UW, VNTV,=P (G4), 
EoB1V.… UE, ENB,= (4), 
也 就 是 存在 G 的 一 个 定向 部 分 图 一 (7, 食 ) 及 G 的 有 限 个 定向 子 图 
O11, ny GG, 使 
(1) V=ViU-…… UV VNV,~Y, 
KEU...UE,, E,NE,=Y. 
(3》 1, …, Gi; 都 分 别 是 强 连 通 的 . 
(3) 不 存在 G 的 强 连 通 的 定向 子 图 以 G4,…, G 的 任 一 个 为 后 者 
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的 真 定向 子 图 , 

对 单方 连 遂 竹 ， 即使 类 似 于 上 壕 结 论 ， , 也 不 成 立 。 

【 例 6】 在 图 5-8 中 的 定向 图 有 五 个 弱 连 通 分 量 《〈 定 沿 
边 画 成 直线 或 曲线 没有 实际 差别 )， 


ts 
i é8 Rt 
全 计 人 9 
， 85 v7 “ 
vi 四 67 ev 


定义 入 定向 图 G=《<F,， > 的 某 个 顶点 “的 流出 结合 
度 是 指 从 出 发 的 定向 边 的 数目 , 记 成 四 (2)5 流入 结合 度 是 
指 到 达 % te 记 成 d Go) con 以 ?为 


s* oe eo eo + 
ee 


CR 


全 (十 人 (9), 记忆 dw). 

例如 在 例 5 中 di (v8) 一 2; d-(vs) 一 2; 4d(ve) 一 4. 

定义 下 图 G=-<PF,， EB》 的 某 个 顶点 % 9 的 结合 度 是 指 以 
4 为 端点 的 边 的 数目 , 记 成 2(v)。 

定义 现 没有 环形 半 道 路 (因而 不 能 有 双 定向 边 ) 的 弱 
连通 定向 图 称 为 树 ; 没有 环形 半 道 路 的 定向 图 称 为 林 . 在 树 
中 结合 度 为 工 的 项 点 叫 梢 点 ; 以 梢 点 为 端点 的 定向 边 叫做 梢 
边 。 如 果 在 树 中 存在 一 个 顶点 , 它 能 到 达 所 有 其 它 顶 点 ( 即 从 
这 点 到 任何 其 它 项 点 都 有 一 条 定向 道路 ), 则 称 这 个 顶点 为 树 
的 很 ,一般 说 来 树 并 不 见得 都 有 根 ( 见 图 号 9)， 有 根 的 树 吗 做 
定向 树 . 

引 理 2 如 果 一 个 定向 四 的 也 有 点 的 结合 六 大 于 


od 


人 本 


条 返 


Ww (定向 树 ) 
TT 
图 5-9 


则 在 这 定向 图 中 必 有 初等 环形 半 道 路 . 

【证 】 任 取 一 个 顶点 ,由 于 它 的 结合 度 大 于 1, 所 以 必 有 
两 条 以 它 为 端点 的 定向 边 ， 由 于 这 两 条 定向 边 的 另 一 端点 的 
结合 度 分 别 大 于 1, 就 必然 还 有 其 它 定向 边 以 这 些 点 为 端点 ， 
同样 , 必然 还 有 从 这 些 边 另 一 端 出 发 的 其 它 定向 边 , ……… ， 由 
于 总 顶点 数 是 有 限 的 ,最 后 总 能 得 到 一 条 闭 半 道路 。 再 由 引 
理 1,， 即 可 知 初等 环形 半 道 路 存在 . 了 

由 引 理 2 可 以 推出 树 必 有 梢 点 . 

定理 8 对 于 一 个 阶 数 w% 大 于 2 的 定向 图 G=《7V, 2》, 
下 列 各 种 说 法 彼此 都 是 等 价 的 (也 就 是 说 : 从 下 列 (2) 至 (6) 的 
每 一 种 叙述 都 是 树 的 充分 必要 条 件 ): 

(1) G 弱 连通 且 没 有 环形 半 道 路 ( 即 Q 是 树 )，; 

(2) n(B) 一 m 一 1 且 @ 没有 环形 半 道 路 ; 

(3) G 弱 连 通 , %(8) =m 一 1; 

(4) G 没有 环形 淮 道 路 , 但 如 果 保 持 G 的 顶点 不 变 而 在 
G 中 任意 添加 一 条 定向 边 ， 则 得 到 的 新 的 定向 图 就 恰 有 一 条 
环形 半 道 路 ; 

(5) G 弱 连 通 但 没有 弱 连 通 的 真 定 加 部 分 图 ; 
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(6) 在 G 中 任意 两 个 顶点 之 间 有 且 只 有 一 条 半 道 路 . 
( 注 根据 引 理 1, 在 本 定理 的 (1)，(2)，(4) 中 的 叙述 都 可 以 改 成 
“初等 环形 半 道 路 ”. ) 

【证 】 1 由 全 多 的 证 明 ， 已 知 G 为 弱 连 通 无 环形 半 
道路 ,因此 由 引 理 2 可知: G 至 少 有 一 个 结合 度 为 1 的 顶点 . 
从 G 中 去 掉 这 个 顶点 及 以 它 为 端点 的 定向 边 后 , 得 到 G 的 一 
个 定向 部 分 子 图 WG 仍 是 弱 连 通 的 ， 这 是 因为 由 G 的 弱 
连通 性 在 Gf 的 任意 两 个 顶点 之 间 必 有 一 条 G 的 半 道 路 ， 又 
由 于 这 条 半 道 路 不 能 以 结合 度 为 工 的 氮 为 非 端点 ， 所 以 这 条 
半 道 路 必然 全 在 G 内 ， 这 就 是 Ga 的 弱 连 通 性 ， 当然 Ga 也 
没有 环形 半 道 路 .因此 @ 也 至 少 有 一 个 结合 记 为 工 的 顶点 ， 
用 Ga 代替 G， 重 复 上 面 的 步骤 ， 可 知 存在 一 个 Gf 的 定向 部 
分 子 图 Ga, 它 只 比 0 少 一 个 顶点 及 一 条 定 疝 边 ， 而 且 Gs 仍 
弱 连 通 无 环形 半 道 路 ,…… 如 此 重复 , 就 得 到 一 串 ， 

G=<V, EB, Gi= V3, By, Ga= Vs, Es, … 
其 中 每 一 个 比 前 面 的 一 个 少 一 条 定向 边 及 一 个 顶点 . 所 以 

(了 一 2 一 中 大 3) ~—n(B) = —n(By) = 
因为 2 所 mp， 所 以 如 果 %(B) 之 mn, 闻 末 上 而 的 手续 一 直 
可 以 进行 m 一 2 次 ,得 到 的 Gm-s 有 
n(Vm-a) =m— (m—2) 一 2， 
再 由 Gm-s 的 弱 连 通 及 无 环形 半 道 路 的 特性 , 可 知 必 有 
n(Bn-s) =1, 

这 就 导致 矛盾 的 式 子 : 

0>n(V) 一 人 (再 ) 一 00 aa) —n(Bns) =2~1>0., 

这 说 明 n( 召 ) 宇 m 不 可 能 . 因此 n( 如 过 m。 不 妨 设 %(B)=L 
那 末 上 而 所 说 的 手续 进行 1 一 1 次 后 , 得 到 的 G1-: 有 
n(B,1) = — (~1)=1, 


mer 


由 1 的 弱 连 通 性 及 无 环形 半 道 路 性 质 可 知 ， 必 有 Ped) 
一 2， 于 是 由 ($5, 1) 
nV)—n(B)=nV) ~n(B) =2—1=1,- 
立刻 可 得 到 
n(B) nV) lm—1. 

世 以 (分成 立 . 1 

2” (2) 过 (8) 的 证 明 ， 已 知 %(B)=m 一 1 且 G 没有 环形 
半 道 路 , 要 证 明 G 为 弱 连 通 的 .用 反 证 法 ; 设 G 为 不 弱 连 通 ， 
那 末 由 定理 2 可知: G 可 以 分 成 1 个 弱 连 通 分 量 ,， 并 且 二 1. 
这 此 出 过 记分 量 

一 4 By, Gs= 《ps Ba, 一 
分 别 商 让 (的 条 人 因此 由 工 可 知 
nB)—nV) -1 G=1, .,D, 

从 而 由 定理 2 得 到 


n(B) = = Sn -l=n(7)—l=m—!l>m—1 


(因为 之 全 

这 就 导致 与 假设 n(B) 一 m 一 1 矛盾 ， 因 此 G 不 弱 连 通 是 不 
对 的 ， 这 就 证 明了 (3) 成立. 

3 (3) 过 (加 的 证 明 ， 设 %(B) 一 mw 一 1, G 弱 连通 ， 先 证 
G 没有 环形 半 道 路 。 仍 用 反 证 法 。 设 G 有 环形 半 道 路 ， 那 末 
由 于 G 的 弱 连 通 性 可 知 ; 去 掉 GQ 在 环形 半 道 路 上 的 某 一 条 和 定 
向 边 (但 不 去 掉 任 何 顶 点 ) 后 得 到 G 的 一 个 定向 部 分 图 Ga 仍 
是 弱 连 通 的 . 如 果 它 还 有 环形 半 道 路 ， 那 末 用 Ca 代替 G 重 
复 上 面 的 步 又 ,可 以 得 到 一 个 弱 连 通 的 G's, 它 只 比 人 G1 少 一 条 
边 ,…… 如 此 重复 , 最 后 总 会 到 达 一 个 弱 连 通 的 Go， 它 不 再 有 
环形 半 道 路 ,而 且 只 比 G 少 1 条 边 Q>), 设 人 F= 《Vi BD, 于 
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是 VD=n( 了 7)=m, mn( 如 1) 一 2 (六 ) 一 但 是 G 满足 (的 
条 件 , 由 1° 可 知 ; %(BD) nO0) 一 1=m 一 14， 因此 
n(B)=m(B) 十 一 (mm—1)+l>m (>1), 
这 就 与 假设 n() 一 m 一 1 矛盾 .所 以 G 有 环形 半 道 路 不 能 
成 立 。 这 就 证 明了 G 没有 环形 半 道 路 .下面 证 明 在 他 中 任 
意 加 进 一 条 新 的 定向 边 (但 是 保持 原来 的 顶点 不 变 ) 后 ， 得 到 
的 某 个 定向 图 G: 惟有 一 个 环形 半 道 路 ， 这 是 因为 9 有 两 
个 以 上 环形 半 道 路 是 不 可 能 的 ， 否 则 ， 就 会 推出 G 有 环形 半 . 
道路 .这 与 上 面 已 证 明 的 事实 相 了 矛盾 另 一 方面 ，G' 没有 环 
形 半 道路 也 是 不 可 能 的 .， 否则 , FF ( 设 =<V,， BY) 就 满足 
四 ,从 而 由 te 可 得 %(B') -加 一 二 于 是 
n(B)=n(E’)—1=m—2. 

这 也 导致 与 假设 矛盾 ， 因此 (4 成 立 . , 

4° (4 一 人) 的 证 明 ， 设 G 没有 环形 半 道 路 ， 且 在 不 改 
变 G# 的 顶点 的 情况 下 ， 对 G 加 进 一 条 定向 边 后 得 到 的 C 就 
恰 有 一 条 环形 半 道 路 ， 现 在 先 证 G 必 为 弱 连 通 ， 如果 相 反 ， 
那 末 由 定理 2 G 至 少 有 2 个 弱 连 通 分 量 ， 在 这 两 个 弱 连 通 
分 量 中 , 各 取 一 个 顶点 , 对 这 两 个 点 中 间 加 进 一 条 定向 边 , 由 
于 这 两 个 点 属于 不 同 的 弱 连 通 分 量 ， 所 以 这 条 定 疝 边 决 不 会 
是 GG 的 定向 边 , 而 且 在 G 加 进 这 条 新 的 定向 边 后 , 得 到 的 定 
向 图 G' 仍 不 能 有 环形 半 道 路 . 这 就 与 假设 相 了 矛盾 . 因此 人 
是 弱 连 通 的 . 现在 进一步 证 明 G 没有 弱 连 通 的 真 定 向 部 分 
图 .假设 相反 . G 有 一 个 弱 连 通 的 真 定向 部 分 图 G.， 那 末 
的 定向 边 的 数目 至 少 要 出 G 的 定向 边 数 少 1 不妨 设 它们 的 
定向 边 数 恰 好 相差 一 条 [因为 如 果 差 1 条 (> 已 ， 则 可 把 其 中 
?一 1 条 添 进 全 中 去 得 到 一 个 Ga， 它 仍 是 弱 连 通 的 并 且 是 邓 
的 真 定向 部 分 图 )。 设 这 条 边 〈 记 为 9) 的 端点 为 01 及 vs， 由 
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Ga 的 弱 连 通 性 可 知 ， 在 Ga 中 存在 一 条 由 vw 到 wa 的 学 道路 
这 样 车 再 把 这 条 边 。 加 到 Ga 就 得 到 了 一 条 闭 半 道路 , 并且 也 


”就 得 到 G.， 于 是 8 就 有 一 条 闭 半 道 路 ， 根 据 引 理 1，G 就 有 


一 条 环形 半 道 路 ,这 导致 与 假设 矛盾 ， 因 此 《5) 成 立 , 

5” (5) 一 (6) 的 证 明 ， 设 G 为 弱 连 通 ， 但 没有 弱 连 通 的 
真 定向 部 分 图 ， 于 是 GG@ 中 任意 两 顶点 与 v3 之 间 必 存在 唯 
一 的 一 条 半 道 路 。 因 著 相反， 则 在 v1 与 v2 之 闻 至 少 有 两 条 
半 道 路 ， 那 就 是 在 G 中 有 一 个 通过 局 与 v5 的 闲 半 道路 .在 
这 闭 半 道路 上 去 掉 一 条 定向 边 后 , 不 会 影响 弱 连 通 性 。 这 就 
得 到 了 G 的 一 个 弱 连 通 的 真 定向 部 分 图 。 这 导致 与 假设 相 
矛盾 .因而 (6) 成 立 . 

6” (6) 污 (了 DD) 的 证 明 : 设 G 中 任意 两 个 顶点 之 间 存 在 且 
只 存在 一 条 半 道 路 , 那 末 显 然 G 是 弱 连 通 的 .并 且 G 不 能 有 
环形 半 道 路 ，。 因 车 租 反 , G 存在 一 条 环形 半 道 路 ， 那 末 这 环 
形 半 道 路 上 至 少 有 两 个 顶点 也 与 ua， 而 且 这 两 个 顶点 之 间 
有 两 条 不 同 的 半 道 路 , 从 而 导致 与 假设 相 矛 盾 ， 因此 (也 成 
立 - 卫 

定义 18 若 弱 连通 定向 图 G~=《V, BD 的 定向 部 分 图 
Go 一 <，Bo7 (BoC 召 ) 是 树 , 则 称 Go 为 8 的 生成 桂 。 由 也 
Zo 及 这 些 边 的 端点 组 成 的 图 叫做 @ 关于 Go 的 余 树 . 

定理 全” 弱 连通 定向 图 必 有 生成 树 . 

【证 】 若 弛 就 是 树 ， 则 它 就 是 自己 的 生成 树 ; 如 果 G 不 
是 奉 , 则 它 必 有 环形 半 道 路 . 在 其 中 的 一 个 环形 兴 道 路 上 去 
掉 一 条 定向 边 后 ， 得 到 G 的 一 个 定向 部 分 图 Gh 仍 是 弱 连 通 
的 .如果 @ 是 树 , 则 它 就 是 G 的 生成 树 ; 如 果 GF 不 是 树 , 则 
可 用 1 代 兰 G， 重 复 上 面 的 步骤 ， 就 能 得 到 G 的 一 个 弱 连 
通 定 向 部 分 图 Ga， 它 仍 是 G 的 定向 部 分 图 , 如 果 它 是 树 , 则 
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就 是 G 的 生成 树 , 否则 , 再 重复 上 述 的 步 又,……' 由 于 G 的 定 
向 边 总 数 是 有 限 的 , 所 以 经 过 有 限 次 后 , 就 能 得 到 @ 的 一 个 定 
向 部 分 图 Gz， 它 是 弱 连 通 的 , 但 鲜 的 任何 一 个 真 定向 部 分 图 
就 不 再 弱 连 通 了 。 因 此 G 满足 定理 8 中 的 条 件 (5)， 由 定理 
3 可 知 , 其 中 (5) 与 全 是 等 价 的 , 因而 G4 是 树 ， 它 就 是 G 的 
生成 树 ， 卫 


习 题 65.1 


1. 着 必 由 是 定向 图 G 一 (7 功 的 两 个 顶点 ， 设 存在 中 到 we 的 半 
道路 . 证 明 必 有 到 vs 的 简单 且 初 等 半 道 路 . 

2. 若 G= 《7 EH) 是 弱 连 通 的 % 阶 定向 图 ， 则 对 任意 的 i、 v2 ET 了 ， 
必 存 在 一 条 以 到 v4 且 长 度 不 超过 一 1 的 半 道 路 . 

3 两 个 项 点 .三 个 顶点 ,四 个 顶点 、 五 个 顶点 、 六 个 顶点 的 无 向 树 各 有 
多 少 种 ? 试 画 出 来 . 

4 试 画 出 二 种 不 同类 型 的 7 个 顶点 的 树 ， 又 问 还 有 没有 其 它 类 型 
的 7 个 顶点 的 树 ? 

5. 证明 一 个 树 至 少 有 两 个 梢 点 . 

6。 设 简单 图 

GV, BY, nV)=m, n(B)> Ku- DE 

证 明 G 是 连通 的 ， 又 问 若 


nH) ~"—D m=) 


时 ,结论 是 否 也 一 定 成 立 ? 

7。 连 通 图 G=《V, 如 ) 的 切割 集 玉 是 指 了 Fc 用 ,而且 它 使 图 G! 二 《7 
轧 一 BF) 不 再 连通 。 今 已 知 了 是 G 的 一 个 生成 树 ， 求 证 G 的 任意 
切割 集 必 含 了 的 一 条 边 。 . 

8， 任意 两 个 顶点 都 邻接 的 图 称 为 完全 图 , 2 阶 完全 图 记 为 了 ,。 求 区 。 
的 边 的 数目 ; 画 出 Es, Ks, Ks, Ks, Ks. 

9. 图 G*=《T, B*) 称 为 图 G= 《及 如) 的 补 图 ,如 果 它 们 满足 ; 
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WV) 在 G* 中 邻接 当 且 仅 当 4、 2 在 G 中 不 邻接 。| 
求 下 列 图 的 补 图 ， 


。 求 证 任何 图 中 的 一 切 顶 点 的 结合 度 之 和 必 为 偶数 ， 
， 能 不 能 作 一 个 图 , 使 它 有 五 个 顶点 ,其 结合 度 分 别 为 1、 2、3、4、59 


，% 个 顶点 Pp 个 连通 部 分 的 图 包含 的 林 最 多 可 能 有 多 少 条 边 ? 
， 证 明 有 知 个 顶点 了 个 连通 分 量 的 简单 图 G 一 《P, 加) 的 边 数 满足 


n(B)< (n—p) p+D. 


. 党 G 是 有 6 个 顶点 的 简单 图 , G* 是 它 的 补 图 ， 求证 4 或 6* 中 必 
有 三 个 边 组 成 一 个 三 角形 . 

.如 果 简单 的 单 定向 图 G 一 (7, B) 满足 条 件 ， 对 任意 的 .we 了 
性 ,区 或 [Ww 切中 有 且 只 有 一 个 属于 召 ， 则 称 G 为 优势 图 ， 求 证 
优势 图 中 必 有 初等 完全 定向 道路 . [提示 : 用 数学 归纳 法 . ] 


， 设 加 为 连通 图 G=《7, 到 中 一 些 边 的 集合 ,而 且 如 不 含 G 中 任 


何 环 路 。 求 证 S 有 一 个 生成 树 , 它 以 瑟 为 子 集 ， 


。 求证: 若 由 "到 公有 一 条 奇数 长 的 道路 ， 则 必 有 一 条 奇数 长 的 简 


单 道路 , 但 未 必 有 一 条 麻 数 长 的 初等 道路 。 
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二 节 ”图 的 几 个 有 关 参 量 


也.1 贝蒂 数 


直观 上 看 , 当 顶 点 数 一 定 时 , 一 个 定向 图 的 边 数 多 , 则 出 
现 的 初等 环形 半 道 路 也 就 可 能 多 .一 个 弱 连 通 定向 图 在 去 掉 
它 的 一 个 生成 树 的 所 有 的 定向 边 后 ， 留 下 的 定向 部 分 图 的 边 
数 在 一 定 程度 上 就 代表 这 个 定向 图 的 初等 环形 半 道 路 的 多 

定义 1 弱 连 通 定向 图 G=《, BD 在 去 掉 它 的 某 个 生 
成 树 的 所 有 定向 边 后 ， 留 下 的 定向 部 分 图 的 边 数 称 为 定向 图 
:G 的 贝蒂 数 . 一般 定向 图 的 贝蒂 数 是 指 它 所 有 弱 连 通 部 分 的 
贝蒂 数 之 和 , 记 成 RE. 

于 是 若 8G 的 弱 连 通 部 分 为 的 = 《Vs BD,*…, Gi,= 《VV 
恕 ,>， 则 它们 的 贝蒂 数 为 %(BD) 一 (VD) 一 了 DD) [nV 一 + 本 
《VB1) 的 生成 树 的 边 数 ]，… n( 召 。) 一 《Vp) 一 二 .因此 ， 
'@ 的 贝 带 数 民 为 | 


BR- 辣 pm( 本 一 (7D -DI~n(B) —n(V) +p. 


于 是 得 到 
1°% 有 p 个 弱 连 通 部 分 的 定向 图 G 的 贝蒂 数 
R=n(E)—n(V) +p. (2.1) 
2” 定 向 图 无 初等 环形 半 道 路 的 充 要 条 件 为 其 贝蒂 数 
R=0. | 
【证 】 必要 性 ， 若 定向 图 GQ 元 初等 环形 半 道 路 , 那 末 它 
必 是 林 ， 因 为 每 个 树 的 贝蒂 数 为 0， 所 以 G 的 贝蒂 数 为 0.. 
充分 性 ， 由 于 贝蒂 数 总 是 非 负 的 , 所 以 由 GG 的 贝蒂 数 为 
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0 可 知 : G 的 任 一 个 弱 连 通 分 量 的 贝蒂 数 为 0,， 因而 这 分 量 是 
一 个 树 , 所 以 G 无 环形 半 道 路 , 卫 

3° 定向 图 有 唯一 的 一 条 初等 环形 半 遵 路 的 充 要 条 件 为 
其 贝蒂 数 R=1. 

【证 】 因为 “G 有 唯一 的 初等 环形 半 道路 ”及 “G 的 贝蒂 
数 R=-1” 都 与 “G 怡 有 一 个 弱 连 通 部 分 比 树 多 一 条 边 ， 而 其 
它 弱 连通 部 分 都 是 树 ” 等 价 ， 所 以 结论 成 立 ，】 

下 面 我 们 进一步 揭示 贝蒂 数 的 具体 含义 ， 为 此 先 要 在 初 
等 环形 半 道 路 中 区 分 出 一 些 更 为 “基本 ”的 .通过 这 些 更 “其 
本 ”的 初等 环形 半 道 路 可 以 得 到 一 切 初等 环形 半 道 路 . 

为 了 方便 起 见 , 这 里 只 讨论 (无 向 ) 图 ,因为 讨论 定向 图 的 
弱 连 通 性 与 讨论 图 的 连通 性 是 一 样 的 .图 也 相应 地 有 树 、 林 、 
员 蒂 数 等 概念 . 

定义 2 ”如果 图 G 中 的 初等 环 路 工 = [61, …, 所] 能 由 其 
它 两 条 初等 环 路 = [ef ，…', el] 与 La [6 ，…， 60] 经 
过 去 掉 相 同 部 分 的 边 ,而 把 相同 部 分 的 顶点 保留 (重合 的 只 算 
一 个 )， 然 后 把 其 余部 分 的 边 接 起 来 而 得 到 ， 则 称 五 是 五 与 
瑟 的 直 和 , 记 成 了 工 = OILs( 参 见 图 5-10). 


4 


5-10 
把 以 上 定义 写 得 更 形式 一 些 , 那 就 是 : 
用 工 、 荆 、 工 分别 代表 这 些 初等 环 路 的 边 ( 只 看 边 , 不 要 
顶点 ) 的 集合 ,再 用 运算 田 表示 两 个 集合 4 与 BB 的 “对 称 差 ” 
A®B=AUB-ANB. (2.2) 
若 有 
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LO(LOL,) -0 (或 LI=L®@L), (2.8) 

贡 称 初等 环 路 工 是 初等 环 路 环 与 Ls 的 直 和 . : 

注意 ”如 果 把 两 条 初等 环 路 上 与 Ls 的 相同 边 去 掉 ， 把 
祖 同 的 顶点 只 算 一 个 ， 余 下 的 边 接 起 来 后 得 到 的 闭路 不 是 初 
等 环 路 , 则 在 本 章 的 讨论 中 , 就 认为 五 与 Ls 的 直 和 全 没有 

这 样 , 初等 环 路 的 每 两 个 之 间 , 就 存在 两 种 情况 , 有 的 可 
作 直 和 多 ， 有 的 没有 直 和 @. 

关于 初等 环 路 五 ，Ta，ZPa,， 车 (LLs)Ls 有 意义 ， 那 
末 Zi 四 (Cs 四 1) 也 有 意义 ， 而 且 

(LOL) OL = LO (LDL). 

这 时 就 可 以 简 记 为 LL@L,OL. 

同样 , 对 于 % 个 初等 环 路 , 如 果 

-{[[ (LDL) DL] OL…I OL DOL, 

有 意义 , 则 这 个 初等 环 路 就 可 记 为 万 四 Po 四 四 有 

定理 1 设 图 G=《V, 的 贝蒂 数 为 六 则 G 中 存在 忆 
条 初等 环 路 五, …， Lan. 其 中 任意 一 个 都 不 能 表 成 其 它 B 一 1 
个 中 某 几 个 的 直入 (这 个 人 性质 叫做 初等 环 路 五 ,…， Lz 的 
独立 性 ). 

【证 】 因为 一 般 的 图 G 可 以 分 成 许多 连通 的 部 分 ， 所 以 
不 妨 假定 人 是 连通 的 . 

设 GY 为 的 一 个 生成 树 , 则 由 贝蒂 数 如 的 定义 可 知 ; G 
比 G 多 思 条 边 : 01,…, 6g， 根 据 第 一 节 定 理 3 的 (和 ,把 eu 
… 6 中 任意 一 条 加 到 G/， 都 恰好 得 到 G 的 一 个 初等 环 路 ， 
设 加 et%=I,…, BR) 到 G 后 得 到 的 一 个 初等 环 路 为 ， 那 
末 上,…，Lzx 中 每 个 工 ; 都 有 一 条 不 属于 其 它 BR 一 1 个 初等 
环 路 的 边 6, 内 而 定理 成 立 ，]】 : 
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定理 工 说 明了 ; 一 个 具有 p 个 连通 分 量 的 图 G=《V, >》 
至 少 有 n( 加 ) ~n(V) 十 p 个 独立 的 初等 环 路 . 

注 实际 上 还 可 以 证 明 ; 任 给 G 的 一 个 初等 环 路 ,一 定 能 
表 成 五 ,…，Ls 中 某 儿 个 的 直 和 人 全， 因而 五 , …, Ls 是 侣 
的 所 谓 “ 极 大 独立 初等 环 路 组 ”( 记 以 请 也 叫做 G 的 稍 环 数 ) 
但 是 这 一 事实 的 证 明和 需要 用 线性 代数 的 知识 .这 里 就 不 涉及 
了 . 

定义 8 把 8 的 某 个 结合 度 为 2 的 顶点 去 掉 ， 然 后 把 
以 它 为 端点 的 两 条 边 连 为 一 条 ; 或 者 在 的 某 条 边 上 加 入 一 
个 顶点 ， 并 把 这 条 边 看 成 这 个 新 顶点 联结 原来 两 个 端点 的 两 
条 边 ， 这 是 两 种 类 型 的 形变 ， 对 G 施行 这 两 种 类 型 的 形变 
有 限 次 后 , 其 结果 是 一 个 图 , 称 为 G 的 拓扑 形变 。 

图 G=《7 ,8B 中 的 数 n(V) 一 n( 召 ) 称 为 图 GG 的 特征 数 ， 
记 为 %(G) . 

G 的 连通 分 量 的 数目 及 G 的 贝蒂 数 也 可 以 分 别 天 示 为 
PD), R(G). 


定理 3 图 G 一 个 ,到 的 特征 数 、 连 通 分 量 数 及 贝蒂 数 


在 拓扑 形变 下 都 不 变 ， 也 即 : 车 人 Y 是 9 的 一 个 拓扑 形变 , 则 
有 
XGO =x(0, p(G) = 一 Po， 有 (GO = RO., 

【证 】 根据 定义 3: 第 一 类 形变 减少 了 一 个 顶点 和 一 条 
边 ; 第 二 类 形变 增加 了 一 个 顶点 和 一 条 边 ， 因此 顶点 数 与 边 
数 之 差 不 变 .而 拓扑 形变 是 这 两 种 类 型 连续 有 限 次 形变 的 结 
果 , 故 顶点 数 与 边 数 之 差 仍 不 变 , 即 x(G) 一 x(G). 而 p(9) 
=p(G) 是 显然 的 , 且 

RG) =p(9) —x(0), 

因此 R(G)=B(G), 1 
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习 题 5.2(1) 


求 下 列 图 的 特征 数 和 贝蒂 数 . 
 G 为 一 环 路 

，G 为 一 树 . 

，G 为 个 树 组 成 的 福 , 

，G 为 如 下 各 图 ; - 


[~ 


乙 . 忆 着色 数 


在 平面 或 球面 上 的 地 图 着 色 的 基本 要 求 是 ， 有 共同 边界 
的 两 个 国家 (或 省 .县 .区 ) 必 须 着 不 同 的 颜色 .， 那 末 一 个 具体 
的 区 域 图 , 至 少 要 用 多 少 种 颜色 才 够 呢 ? 这 也 是 一 个 图 论 的 问 
题 . . 

用 项 点 代表 国家 (或 省 、 县 、 区 ), 如 果 两 个 顶点 所 代表 的 
两 个 国家 有 共同 的 边界 , 那 末 在 这 两 个 项 点 之 间 画 一 条 边 , 这 
样 就 得 到 一 个 简单 图 ， 现在 给 每 个 顶点 以 一 种 颜色 ,两 个 项 
点 可 以 给 相同 的 颜色 , 也 可 以 给 不 同 的 颜色 . 但 是 同一 条 边 
的 两 个 端点 必须 给 以 不 同 的 颜色 ， 显然 ,只 要 颜色 有 足够 多 ， 
这 种 着 色 就 可 以 做 到 、 但 是 能 不 能 用 较 少 的 颜色 达到 同样 的 
目的 ?最 少 需要 用 多 少 种 颜色 ?这 就 是 着 色 问题 .下 面 我 们 把 
它 写成 一 个 定义 ; 

定义 1 图 GK 人 ,2 的 一 种 着 色 ， 是 指 给 每 个 硕 点 分 
本 一 种 颜色 , 并 且 一 条 边 的 两 个 端点 不 能 分 配 同 种 颜色 ， 在 
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局 的 一 种 着 色 中 ， 如 果 用 了 下 种 颜色 ， 则 称 这 种 着 色 为 天色 
着 色 ，G 着 色 所 需 用 的 最 少 颜色 数 称 为 G 的 着 色 数 ， 记 为 
y(G)， 也 就 是 
min {£1G 为 上 色 着 色 的 }. 
显然 ,有 图 的 图 不 能 着 色 ,有 多 重 边 的 图 和 只 有 单 重 边 的 图 着 
色 是 一 样 的 ,所 以 在 讨论 时 假定 都 是 简单 图 . 
定理 工 简单 图 GG=《, BZ》 有 
7 (0) <1+max Qa). (2 ,4) 


【证 】 用 数学 归纳 法 : 
车 nV) =2，,， 则 maxd(v) =1,，7y(G) 一 2, 因此 
7(0) <1+max a@w). 
假定 在 4(7) ~8(> 了 时 , (2. 多 成 立 ， 现 证 %(V) 一 二 时， 
(2.4) 也 成 立 ， 任 取 一 个 vw,EV， 令 全 =G 以 六 {wo} 的 中 
点 为 顶点 的 子 图 , 那 末 G 有 % 个 顶点 , 由 归纳 法 假设 ,应 有 


YQ)E1+ max do) <I+ max a(v) <1+maxad(w) 
世 拓 到 一 人 Po》 veEV—t{vo} b 


(这 里 doz) 是 指 % 在 图 G 中 的 结合 度 , 它 与 4(v) 是 不 同 的 ， 
后 者 是 指 Qda(v)). 
现在 证 明 能 给 出 一 个 1+maxa(v) 种 色 的 着 色 办 法 ， 设 


与 vo 有 边 连结 的 全 体 顶 点 为 wu vs, …, 1， 那 末 1=d(vo) 
<maxd(v). 但 是 根据 已 证 的 7(G') <1+maxd(v)， 说 明 


G 可 以 有 1+max d(v) 种 着 色 ， 因 此 这 1+maxd(v) 种 色 中 


总 有 一 种 色 没有 分 配给 w，…， 人 2 于 是 可 以 把 这 种 颜色 分 配 
给 vo, 因而 9 的 1 二 maxd(o) 种 着 色 也 能 分 配给 G, 即 G 有 


1+zmaxd(v) 种 着 色 ， 再 根据 着 色 数 的 定义 就 得 到 
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?7(GD) <TTmaxd(o)。 
vE 


这 说 明 在 nV) = 十 1 时 (2.4) 也 成 立 ， 由 归纳 法 原理 可 知 
(2.4) 式 恒 成 立 , 1】 

定义 2 图 G= 光 ,下 如 果 满 足 ， 存 在 二 部 分 顶点 集 
Vy, Vs(V =Vi UY,, VNVs= 从 ,使 同一 部 分 的 顶点 之 间 都 
没有 边 ( 即 对 任意 % YE 三 (或 VEFa) 1 之 间 无 边 )， 
则 称 G 为 二 分 图 , 记 成 G= 《Fu Ps 已 2; 如果 对 任意 v1E Vs， 
Va€ 了 Va, V1、 Vs 之 闻 均 有 边 , 则 称 为 完全 二 分 图 , 记 成 不 ,,m( 其 
中 兄 (F) =%n, n(Vs) =m). 

定理 2 对 于 至 少 有 一 条 边 的 简单 图 Q@=《V, B>,， 下列 
四 种 说 法 是 等 价 的 : 

(1) 着 色 数 7(G) =2，; 

(2) G 是 二 分 图 ; 

(8) G 没有 长 度 为 奇数 的 初等 环 路 ， 

(4) 人 如 没有 长 度 为 奇数 的 环 路 . 

【证 】 1 (DD 仿 Q2) 的 证 明 ; 若 已 知 7(G) =2 则 G 的 
顶点 可 以 按 着 色 的 不 同 分 成 两 类 ， 使 在 同一 类 中 的 任意 两 顶 
点 之 间 都 没有 边 ， 因 此 G 是 二 分 图 ， 反之, 若是 二 分 
图 (Vis, 如 >， 那 么 对 六 ,Vs 中 的 点 着 以 不 同 颜 色 ， 就 可 
知 yY(G) 专 2. -但 因 G 至 少 有 一 条 边 ， 所 以 显然 7(GD) >>4, 因 
此 7(G) =2. 

2”(D 过 (3) 的 证 明 ， 用 反 证 法 ， 已 知 y( 的 =2, 设 (3) 
不 成 立 ， 即 G 存在 一 条 长 度 为 奇数 的 初等 环 路 ， 则 在 这 环 路 
上 就 有 奇数 个 顶点 ， 而 这 环 路 的 顶点 无 法 分 配 以 相间 的 两 种 
颜色 ， 即 至 少 需 要 三 种 颜色 才能 着 色 ， 因此 y(GD 关 3. 这 与 
假设 相 矛 盾 ， 说 明 (3) 必 成 立 。 
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3” (8) 过 (4 的 证 明 ， 也 用 反 证 法 : 设 (多 不 对 , 即 G 中 存 
在 一 条 长 度 为 奇数 的 环 路 了 = [vovz, V109 Van ba Von00]， 
由 题 设 (8)， 它 不 是 初等 的 。 因此 必定 存在 .wx(j<), 使 
v6, 于 是 荆 可 以 分 成 两 条 环 路 ,其 中 一 条 是 

Di [Lor Wo ,Vhs 

余下 的 部 分 为 另 一 条 环 路 到， 由 于 荆 的 长 度 是 奇数 ， 因 此 
及 与 歼 中 必 有 一 条 长 度 也 是 奇数 ， 记 为 五 ， 它 的 长 度 比 荆 
的 长 度 短 , 由 题 设 ， 也 不 能 是 初等 的 。 再 用 五 代替 厂 重 
复 上 述 的 步骤 ， 就 可 得 一 条 长 度 为 奇数 的 环 路 LJ 比 工 
短 . 重复 这 种 步骤 有 限 次 后 , 就 得 到 了 一 条 长 度 为 奇数 且 最 
短 的 环 路 也， 它 必 是 初等 环 路 (因为 否则 ， 它 还 可 以 分 解 , 就 
能 得 到 一 条 长 度 为 奇数 且 更 短 的 环 路 Lys, 这 就 与 工 最 短 相 
饿 盾 ), 这 导致 与 题 设 (3) 相 了 矛盾， 说 明 (和) 必 成 立 . 

和 (4) 瀛 (了 D 的 证 明 ; 车 G 连通 , 那 末 在 G 中 任 取 顶 点 vo 
着 以 红色 ， 再 把 与 %。 有 边 连结 的 顶点 都 着 以 蓝 色 , 然后 把 与 ， 
这 些 蓝 色 点 有 边 连结 的 顶点 都 闭 以 红色 , …… 继 续 下 去 . 我 们 
要 说 明 不 可 能 有 一 个 顶点 被 着 以 两 种 颜色 , 如 果 相 反 , 设 有 一 
个 顶点 洛 被 着 以 红 、 蓝 两 色 , 令 有 = folsEF, 且 从 oo 到 少 
存在 一 条 长 度 为 奇数 的 道路 }; 了 a- {vjvEV, 且 从 wo 到 4 在 
在 一 条 长 度 为 偶数 的 道路 } U tooj， 由 定义 知 全 的 点 都 是 
蓝 色 点 ，Fa 的 点 都 是 红色 点 ， 可 知 只 EFainysa， 于 是 由 
EF 及 Vs 可知 ;分 别 存 在 一 条 从 v6 到 的 长 度 为 奇数 和 
偶数 (或 0) 即 沁 =v0) 的 道路 五 与 Ts， 把 五 和合 起 来 就 
是 一 条 长 度 为 奇数 的 环 路 ,这样 就 导致 与 假设 相 矛 盾 ， 因此 
就 证 得 ， 对 同一 点 着 以 两 种 颜色 是 不 可 能 的 ， 这 就 说 明了 
7(G) 和 2, 但 G 至 少 有 一 条 边 ,因此 y(G) > 二 所 以 7(G) =2. 

如 果 G 不 连通 , 那 末 可 设 G 有 :了 个 连通 分 量 G3, …, Gy 
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-由 上 有 段 所 证 可 知 : y(Ga) =…==7(G2) =2 因此 
YG) —maxy (Gs) =—2. ] 

定义 8 设 G= 必 ,BD 为 简单 图 车 wEV, 且 w、% 
之 闻 无 边 ， 则 称 图 《7, 召 U {[w, 5] 为 GG 的 把 U、% 连 起 来 
的 扩 图 , 记 成 Gu_o， 它 只 比 全 多 一 条 边 [, 中 .又 如 果 把 任 
意 的 4 bEV, 看 成 同一 个 点 好 ,并 且 对 下 中 任意 其 它 的 点 
v1 与 局 之 间 当 和 且 仅 当 w，wv 之 一 与 %i 之 闻 有 边 时 才 认 为 有 
边 , 这 样 得 到 的 图 称 为 G 的 把 从， 合并 后 的 缩 图 , 记 成 Gu-。 
(参见 图 5-11). 


Ve Vs Ve D1 
ws Vy Ys Vy Vs Vs 
Ve vs va Ys vs Us 
G 扩 图 Gu,-o。 缩 图 Gu 
5-11 
定理 8 设 妈 2 是 简单 图 G=《V, 2B》 中 没有 连 边 ( 即 
9 之 间 无 边 ) 的 两 个 顶点 , 则 
7 (G) =min (y (Fu) :7 (Gov) ). (2. 5) 


【证 】 设 y(G) = 并且 给 G 着 上 了 7 种 色 . 
如 果 与 % 不 同色 , 则 在 它们 间 加 一 条 边 , 连 起 来 后 的 扩 
图 Gw-_v 仍 是 着 了 了 工种 色 的 ,因此 
yo) <I=7y(0. 
如 果 久 与 ?同色 ， 那 末 把 它们 合并 后 ， 得 到 的 缩 图 Gu-。 
也 是 着 了 7? 种 色 的 ,因此 : 
y (G0) <1=7y (0., 
把 两 者 合 起 来 , 就 得 到 
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min(y(G%-%), 7 (G0)) <7 (0). 

另 一 方面 , 如果 7Y(Gw_v) =k, 并 且 用 大 种 颜色 给 Gu-o 着 
了 色 , 那 末 在 GQ 上 也 就 用 种 颜色 着 了 色 ， 由 于 ww 与 4 的 颜 
色 不 同 ,所 以 y(G) k=y(Gs_v); 又 如 果 7y(G-o) =b, 并 且 
用 种 颜色 给 G,-。 着 了 色 ,， 那 末 在 G 上 也 就 用 种 颜色 着 
了 色 ， 所 以 

7(G9) 过 大 =7 (G0), 
与 上 面 的 不 等 式 合 起 来 , 就 得 
7 和 min(y(G oo)，y7(G-o) )， 

因此 YG)=min(y (Go), 7(Gu-o)). 县 

下 面 给 出 计算 一 个 简单 图 的 着 色 数 的 递 推 方法 ， 首 先 注 
意 ; 由 定理 3 可 知 只 需 算出 7(G,_,) 及 7Y(Gw-v) 就 能 得 到 
Y(G).， 同时 由 于 Gs 的 边 比 GG 多 , Gs 的 点 比 人 日 少 , 可 见 
Gu 与 Gun=v 比 人 更 接近 于 完全 图 (每 两 个 顶点 之 间 都 有 边 
的 图 ). 

计算 y(G) 的 步骤 设 G=《7, BY》, n(7)=m, 

1 车 是 完全 图 , 则 

7(G) 一 n(V) 一 mr。 (请 读者 自 证 ,) 

2 车 避 不 是 完全 图 ， 则 总 有 dVEV, wu.v 之 间 无 连 
边 ， 由 定理 3. 要 计算 y(GD 具 需 计算 YG4_o) 及 7(Gk-). 

Cl) 车 -是 完全 图 , 则 (Gv) 一 ms 若 -wv 不 是 完 
全 图 , 那 末 把 Qo 看 成 2 中 的 @ 再 重复 2° 的 步 又 . 

(2) 车 Gu-。 是 完全 图 , 则 7(9-。) 一 mw 一 1( 因 Guo 比 GG 
少 一 个 顶点 ); 车 Qu-。 不 是 完全 图 , 那 末 把 Gu-。 看 成 2" 中 的 
G， 再 重复 2” 的 步骤 ， 

如 此 重复 有 限 次 后 , 就 能 和 逐步 地 算出 7Y(G). 

这 种 方法 在 人 工 计算 时 ， 并 不 比 逐 点 试探 地 着 色 方 法 简 - 
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10， 


11. 


.但 它 的 优点 是 便于 利用 计算 机 来 计算 一 个 图 的 着 色 


习 题 5.202) 


.什么 图 的 着 色 数 为 19 

“ 求 初等 环 路 的 着 色 数 . 

求 树 的 着 色 数 , 林 的 着 色 数 . 

， 求 一 个 立方 体 的 边 和 顶点 的 图 的 着 色 数 ， 如 果 将 立方 体 换 成 正四 


面体 或 正八 面体 时 ,着 色 数 分 别 为 多 少 ? 


“ 求 有 % 个 顶点 的 完全 图 不 ,《 见 习题 5-1) 的 着 色 数 . 
， 求 习题 5.2( 了 DD 第 4 题 中 各 图 的 着 色 数 。 
: 求 下 述 图 的 G,- Gu- 7(G). 


[4 
¢ 
9 


b 


， 求证 由 K。 中 去 掉 一 条 边 后 所 得 到 的 图 的 着 色 数 为 % 一 1., 
:求证 由 K。 中 去 掉 两 条 互 不 邻接 的 边 后 所 得 到 的 图 8 的 着 色 数 为 
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求证 在 完全 二 分 图 区 ,,», 中 再 加 进 一 条 边 ( 但 顶点 保持 不 变 ) 后 ,就 
不 再 是 二 分 图 了 .这 时 的 新 图 G 的 着 色 数 为 多 少 ?9 

有 限 条 直线 把 平面 分 成 若干 部 分 并 给 每 一 部 分 闭 以 同一 种 色 ， 沙 
要 求 有 共同 边界 (但 一 个 点 不 算 共 同 边 界 ) 的 两 个 部 分 必须 着 以 不 
同 的 颜色 , 问 至 少 应 该 用 多 少 种 色 才能 把 平面 着 上 色 ? 


"2.3 连通 度 


从 一 个 图 中 去 掉 尽 量 少 的 顶点 及 从 这 个 顶点 出 发 的 边 后 ,得 到 的 


是 一 个 不 连通 的 图 或 一 个 点 。 去掉 的 最 少 顶 点 的 数目 叫做 这 个 图 的 连 
通 度 .确切 的 说 ,就 是 


定义 1 设 图 G 一 《7, 如 )， 给 定 4cCV， 将 以 不 在 4 中 的 点 为 顶 


点 的 G 的 子 图 记 为 Gy-s， 那 末 min fo(4)14CTF，Gr-4. 不 连通 或 
如 r-4 是 一 个 单 点 } 称 为 G 的 连通 度 ( 一 般 记 为 x(G)) ( 见 图 5-12)。 
显然 , 如 果 G 不 连通 , 那 末 4= 钞 所 以 XCG) 一 0. 


x(G)=2 x(G)=3 x(G) 4 
图 5-12 
"人 .4 稳定 度数 


I 例 】 若 有 五 种 信号 4、5、c、 4、e， 已 知 发 方 发 6 时 , 收 方 可 能 收 
到 了 或 9 发 方 发 时 , 收 方 可 能 收 到 Y 或 1; 发 方 发 e 时 ， 收 方 可 能 收 
到 ?或 3 发 方 发 4 时 , 收 方 可 能 收 到 。 或 如 发 方 发 e 时 ， 收 方 可 能 收 
到 或 jp。 问 最 多 可 用 a、b、e、 a、e 中 几 个 信号 才 可 保证 收 到 的 信和 号 
不 会 混淆 ? 

解 ， 把 a、b、c、a、。 这 五 种 信号 分 别 看 成 五 个 
顶点 ， 如 果 在 两 个 顶点 之 间 收 方 可 能 混淆 ， 则 在 这 
两 个 顶点 之 闻 联 一 条 边 ， 于 是 得 到 一 个 图 G( 见 图 
5-13) 

要 在 收 方 不 致 混淆 的 前 提 下 ， 尽 量 多 使 用 这 5 .、 

个 信号 中 的 一 部 分 , 就 必须 寻找 4 中 两 点 之 间 没 有 ”图 13 
边 的 足够 多 的 顶点 ， 在 本 题 中 这 种 顶点 最 多 为 2 能 使 用 的 信号 用 
了 fw 时 或 也, 中 或 fo 申 或 似 中 或 {6, 丰 表 示 之 这 五 个 (顶点 ) 
集中 的 每 一 个 都 叫做 G 的 内 部 稳定 集 . 


第 三 节 ” 欧 拉 道 路 , 蛤 米尔 顿 道路 、 最 短程 道路 


3.1 欧 拉 道 路 
图 论 最 早 开始 于 哥 尼 斯 堡 ( 今 加 里 宁 格 勒 ) 的 七 桥 问题， 
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从 前 在 东 普 鲁 士 的 城市 可 尼斯 堡 有 七 座 桥 连 结 布雷 格 尔 河 的 
两 岸 与 河中 两 个 小 岛 . 那里 的 居民 在 星期 日 有 散步 的 习惯 ,有 
的 人 就 想 能 不 能 找到 一 条 路 可 经 过 每 一 座 桥 ， 而 且 恰 好 只 经 
过 一 次 ?这 些 人 实践 了 许多 次 , 但 总 不 能 解决 这 个 问题 ，1736 
年 瑞士 大 数学 家 欧 拉 解决 了 这 个 问题 ， 他 证 明了 这 样 的 一 条 
路 是 不 存在 的 .。 欧 拉 的 考虑 方法 标志 着 图 论 的 诞生 . 

如 果 把 河岸 两 边 及 两 个 岛 分 别 考虑 成 一 个 点 ， 把 桥 考 虑 
为 边 后 ， 七 桥 图 就 变 成 了 一 个 有 和 个 项 点 与 ”个 边 的 多 重 图 
(图 5-14)。 于 是 得 

ada(A)=d(0) =a(D) =8, 4d(B) =5. 


图 5-14 到 尼 斯 堡 七 淆 


这 样 ,七 桥 问题 就 变 成 一 个 “一 笔画 ”问题 , 即 能 不 能 用 一 
笔画 出 图 6514 中 右边 的 图 来 ? 对 于 这 类 问题 , 欧 拉 的 考虑 方 
法 是 这 样 的 ; 如 果 存 在 一 种 一 笔画 的 方法 。 那 末 顶点 总 可 以 
分 成 两 类 ， 一 类 是 起 笔 点 和 落笔 点 (它们 两 点 也 可 能 合 为 一 
点 ); 另 一 类 是 中 间 经 过 点 。 画笔 每 经 过 某 个 中 闻 点 一 次 时 ， 
总 经 过 两 条 不 同 的 边 ， 所 以 每 个 中 间 点 的 结合 度数 值 必 须 是 
价 数 ， 对 于 起 笔 点 和 落笔 点 , 又 可 分 两 种 情形 ; (一 ) 它们 不 是 
同一 点 , 起 笔 时 只 经 过 一 条 边 , 以 后 的 画笔 再 经 过 起 笔 点 时 ， 
因为 不 能 停 笔 ， 就 须 经 过 两 条 不 同 的 边 。 所 以 这 时 起 笔 点 的 
结合 度数 值 应 为 奇数 . 同 理 , 落笔 点 的 结合 度数 值 也 应 为 奇 
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数 ，《( 二 ) 起 笔 点 与 落笔 点 重合 。 这 时 画 出 的 是 一 个 简单 环 
路 , 因而 在 落笔 时 也 经 过 一 条 不 同 的 边 才 能 到 达 起 笔 点 ,所 以 
这 时 起 笔 点 的 结合 度数 值 也 是 侦 数 . 

把 以 上 讨论 综合 起 来 就 得 到 ， 一 个 图 可 一 笔画 的 必要 条 
件 为 ; 

或 者 只 有 两 个 顶点 的 结合 度 为 奇数 ， 或 者 所 有 顶点 的 结 


再 看 七 桥 问 题 ， 它 的 四 个 顶点 的 结合 度 都 是 奇数 ， 因此 
不 能 一 笔画 . 

现在 给 出 一 般 的 定义 ， 

定义 1 经 过 一 个 图 的 所 有 边 的 简单 道路 叫做 欧 拉 道 
路 ， 闭 的 欧 拉 道路 叫做 欧 拉 环 路 . 

定理 一 个 连通 图 G 有 ， 

(1 G 中 有 欧 拉 环 路 的 充 要 条 件 为 ， 所 有 顶点 的 结合 度 
均 为 偶数 ; 

(2) G 中 有 非 闭 的 欧 拉 道 路 的 充 要 条 件 为 ， 恰 有 两 个 项 
点 的 结合 度 为 奇数 . 

【证 】 必要 性 已 在 上 面 的 讨论 中 证 明 ， 现 证 充分 性 ; 

在 情形 ( 才 时 , 所 有 顶点 闭合 度 都 是 偶数 ， 任 取 一 个 顶点 
2， 把 从 出 发 且 长 度 最 长 的 简单 道路 记 为 y， 它 必 为 环 路 ， 
若 不 然 ， 它 就 一 定 终 正 了 于 某 个 顶点 % 关 0%， 但 是 4(w) = 偶数 ， 
所 以 必定 还 有 一 条 从 勾 出 发 而 不 属 ?7 的 边 ， 这 就 导致 与 “y 
”最 长 ” 相 矛 盾 . 

下 面 证 明 > 必 是 欧 垃 环 路 , 车 相反 , 就 是 说 , 在 y 外 还 有 
号 的 边 ， 由 于 人 G 的 连通 性 ，G 就 必 有 不 属于 7y 但 从 7y 上 上 某 个 
顶点 vo 出 发 的 边 eo. 

把 从 G 中 去 除 7Y 上 的 边 后 得 到 的 部 分 图 记 为 G*， 那 末 
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G* 中 顶点 的 结合 上 度 也 都 是 偶数 。 而 vo 作为 G# 的 顶点 至 少 
是 G# 中 的 边 eo 的 端点 ,因此 ,由 wm 出 发 在 G8 中 长 度 最 长 的 
简单 道路 ( 记 为 六 ) 也 必 是 环 路 .这 样 ,在 @# 中 , ?7 与 了 都 是 
经 过 wo 的 不 同 环 路 .这 两 条 简单 环 路 合 起 来 , 仍 是 一 条 从 也 
出 发 的 简单 道路 , 它 比 7 长 ,这 就 出 现 了 了 矛盾， 从 而 ( 蕊 的 充 
分 性 成 立 . 

在 情形 (2) 时， 人 G 只 有 两 个 项 点 % 和 % 的 结合 度 为 奇数 ， 

设 G=《<V, BY》, 在 入 与 % 之 间 加 联 一 条 不 局 于 加 的 边 
eo。 记 

GY# 一 个 EU {00}>, 

于 是 畔 满足 由 的 条 件 ,因此 在 G+ 中 有 一 条 欧 拉 环 路 》” 在 
?7 中 去 掉 边 ev 就 得 到 G 的 一 条 欧 拉 道路 。 因此 (2) 的 充分 
性 得 证 。 1 

定理 工 是 个 判别 法 简单 可 行 ， 如 果 一 个 图 已 判定 可 以 
“一 笔画 ” 那 末 具体 如 何 画 ? 也 就 是 说 , 欧 拉 道 路 或 欧 拉 环 路 
如 何 找 ? 下 面 用 数学 归纳 法 给 出 一 个 找 法 : 

欧 拉 环 路 的 找 法 ”如 果 G=<V, BD 的 一 切 顶 点 的 结合 
度 均 为 偶数 . 设 2CB) ==n. 

1° 任 取 一 个 顶点 ， 记 成 ve 任 取 一 条 从 它 出 发 的 边 , 记 
成 ex. 
2” 设 志 了 7 条 边 et en,…, 94, 到 了 顶点 wm， 只 需 给 出 
第 8 二 条 边 如 何 走 就 行 了 . : 

3” 现在 给 出 第 & 二 条 边 的 取 法 ; 

令 GG=7, B\{e1, -…, ex}>. 
由 于 G 的 所 有 项 点 结合 度 都 是 偶数 , 所 以 上 只 有 [ex, …, eg] 的 
起 点 Vo 和 终点 2x 在 Gi 中 的 结合 度 为 奇数 ， 而 在 Gh 中 其 它 
点 的 结合 度 仍 为 偶数 ， 因 此 , 由 定理 工 知 ; 在 Gi 中 必 有 从 vi 
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到 we 的 欧 拉 道路 . 
当 G4 中 以 w% 为 端点 的 边 只 有 一 条 时 ， 这 条 边 就 取 成 
eu 当 Gs 中 以 因为 端点 的 边 不 止 一 条 时 , 则 可 断定 在 这 梯 


ee 


ae 


事实 , 假设 相反 . 那 末 在 Gx 中 至 少 存在 8 及 e”, 它们 以 v4 为 
端点 ， 且 当 分 别 去 掉 e 及 e” 后 , Gh 中 分 别 出 现 不 与 w 连通 
的 部 分 子 图 G4 与 G%, 同时 G4 与 XN 分 别 至 少 含有 一 条 边 . 
于 是 此 时 在 人 8 中 必 有 一 个 顶点 ( 记 为 人 在 扩 中 的 结合 度 为 
奇数 (因为 若 设 6 一 [oo 1, 那 末 v' 在 OF 中 的 结合 度 为 奇 
数 , 但 Gi 中 所 有 点 的 结合 度 的 总 和 为 偶数 ,所 以 Gi 中 必 还 有 
一 个 点 在 Gs 中 的 结合 度 为 奇数 . 因为 双关 wo 从 而 它 在 
Gi 中 的 结合 度 就 是 它 在 G4 中 的 结合 度 ， 所 以 是 奇数 )， 同 
样 ,在 Gx 中 还 有 一 个 项 点 ww 在 Gy 中 的 结合 度 也 是 奇数 , 显 
然 , 由 G4 与 Gk 的 定义 , 有 ww”。 这样 在 多 中 , 就 可 找到 
三 个 结合 度 均 为 奇数 的 点 ; v4, Ww, w”.。 这 与 前 面 已 证 明 的 事 
实 相 矛盾 ， 这 就 说 明了 “e 存在 ”的 论断 是 正确 的 . 

经 过 有 限 步 后 , 最 后 必 能 取 完 G 的 所 有 的 边 , 而 且 终 点 为 
vo( 这 是 因为 只 剩 最 后 一 条 边 时 , 这 条 边 就 是 6,, 它 是 Cn-: 的 
唯一 的 一 条 边 , 在 Gw-i 中 必 有 vr-1 到 v6 的 欧 拉 道路 , 这 欧 拉 
道路 就 是 边 ew) , 

欧 拉 道 路 的 找 法 ”如 果 在 G=《V,，B》 中 只 有 项 点 v1.%V4 
的 结合 度 为 奇数 , 则 在 v4、 va 间 加 进 一 条 边 [wr, vj 后 ， 找 新 
图 的 欧 拉 环 路 。 然后 把 加 进去 的 边 去 掉 , 这 样 就 得 到 了 由 以 
到 vs 的 一 条 欧 拉 道 路 . | 

这 一 段 叙 述说 明了 ， 存 在 欧 拉 道路 的 连通 图 就 是 能 一 笔 
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习 题 5.3(1) 
4。 下列 图 能 否 一 笔画 ? 如 果 能 , 则 请 画 出 一 条 欧 拉 道路 或 欧 拉 环 路 ; 
(了 (2) (3) 


(9) (10) (11) 
os] fn], “| "A 
手下 MN 村 深 
i Nd, .AA 
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2. 42 个 顶点 的 完全 图 Ks, 有 没有 了 欧 拉 道路 或 欧 拉 环 路 ? 
3. 其 图 9 恰 有 两 个 顶点 丸 9 的 结合 度 为 奇数 . 在 从， 之 间 加 进 一 
条 边 后 , 得 到 的 新 图 为 G'， 求 证 , G 连通 等 价 于 G 连通 ， 
3. 忆 哈 米 尔 顿 道路 


1857 年 爱尔兰 数学 家 哈 米 尔 顿 提出 了 一 个 了 2 面体 问题 : 
能 不 能 沿 着 12 面体 的 边 (图 5-15) 把 所 有 的 顶点 恰好 走 过 一 


(这 里 部 了 蔗 个 面 , 还 有 一 个 面 被 挡住 了 ) 
5-15 
与 上 述 同 一 类 型 的 问题 , 还 有 : 
设 有 % 个 城市 ,每 两 个 城市 之 间 有 的 没有 直达 公路 ,有 的 
可 能 有 几 条 直达 公路 . 问 能 不 能 有 一 条 路 线 , 刚好 使 人 游览 
每 个 城市 一 次 而 不 重复 ? 
用 图 论 的 语言 说 , 这 个 问题 就 是 : 对 于 一 个 给 定 的 图 , 是 
否 存在 一 条 道路 , 它 经 过 且 恰 好 经 过 每 个 顶点 一 次 ?因而 也 是 
哈 米 尔 顿 道路 问题 . 
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定义 1 经 过 一 个 图 的 所 有 顶点 的 初等 道路 称 为 哈 米 尔 
顿 道路 ， 闭 的 哈 米 尔 顿 道路 叫做 哈 米 尔 顿 环 路 ， 

一 个 图 是 否 存在 哈 米尔 顿 环 路 的 充 要 条 件 至 今 还 不 知 
道 . 

定理 1 车 GV, BY 是 一 个 顶点 不 少 于 8 的 简单 图 
《 即 %(V) 宕 3)， 如 果 对 任意 两 个 无 边 相 联 的 顶点 “和 % 久 均 有 

dW) td) PC (3.1) 
那 末 G 有 了 哈 米 尔 顿 环 路 . 

【证 】 (1) 首先 说 明 , 此 时 G 是 连通 的 。 车 相反 , 则 GG 
至 少 有 两 个 连通 分 量 ， 设 它们 分 别 有 7 ra 个 顶点 。 在 这 两 
个 连通 分 量 中 , 各 取 一 个 顶点 及 %， 那 末 

dW) 十 do) < —1) + (na—1) 
和 (at+oa) —2<n(V) 一 2， 
这 与 定理 的 条 件 相 矛盾 . 

令 ? 为 人 @# 中 任意 一 条 最 长 的 初等 道路 ， 设 ?从 项 点心 
出 发 , 经 过 vo， …， Vis, 终止 于 w。 其 长 度 为 显然 应 满足 
条 件 

li<n(7). 

(2) 车 v1 与 有 边 相 连 , 则 v4 vs,…, oo 全 就 是 一 条 
初等 环 路 ， 特 别 当 7i=n(7) 时 , 它 就 是 一 条 哈 米 尔 顿 环 路 . 

(38) 车 色 与 入 之 间 无 边 ， 我 们 
证 明 下 述 事实 (四 成 立 ( 见 图 打 16). 

“可 以 找到 某 个 (3<ho<1 一 1), 
使 21 与 wr 之 间 有 边 , 并 且 vi 与 i 
之 间 也 有 边 ”. (BE) 

用 反 证 法 证 : 假设 (F) 不 成 立 . 那 图 51 
末 与 有 边 相 连 的 d(Cw 个 顶点 的 后 继 者 (姑且 称 wwys 为 xe。 


人 芝 了 这 


GE) 


: 的 “后 继 者 ”) 都 不 能 是 22,…，%1i-1 中 与 刀 有 边 相连 的 那 
“了 (ou 个 顶点 ， 因 此 
CO 人 一 2 一 QCO1)， 
: 芭 den +av) <1—2<n(p). 
这 与 假设 相 了 矛盾 ， 故 (F) 必 成 立 . 
(4) 于 是 在 ,wr 之 间 无 边 相连 时 ， 由 事实 (F) 可 知 ， 
Dy Ve D1 Vm 01 是 一 条 初等 环 路 ， 记 成 7 
如 果 1!=2%(P， 则 7 就 是 哈 米 尔 顿 环 路 . 
(5) 由 (2) 和 (4 可 知 : 在 1 一 2 (六 时 , 定理 是 正确 的 ,而 
在 ?<n(7V) 时 ， 存 在 一 条 经 7 个 顶点 的 初等 环 路 。 下面 证 明 
这 种 情形 是 不 可 能 的 ， 
设 这 初等 环 路 为 ww， ww， …, 久 , 从。 由于 < 必定 
还 存在 环 路 外 的 某 个 顶点 ww， 再 由 G 的 连通 性 ，w 必 与 刀 ， 
…， 外 中 某 个 顶点 wu 有 边 相 连 ， 这样，vo， Wyo Ukotis “2 
ia ,Win-1 就 是 一 条 长 度 为 ?十 工 的 初等 道路 .这 与 (了 D 
中 假定 G 的 最 长 初等 道路 的 长 度 为 1 相 了 矛盾， 因而 1<n(7) 
不 可 能 . 留 下 唯一 的 情形 是 1=n(V)， 于 是 定理 得 证 . 3 
“推论 3 个 项 点 以 上 的 简单 图 ， 如 果 有 
| min d(w) 字 一 -一 "2, 
则 该 图 有 哈 米尔 顿 道路 . 
” 有 没有 一 个 寻找 哈 米 尔 顿 道路 或 判别 其 存在 与 否 的 一 般 
办 法 呢 ? 至 今 还 没有 ， 目 前 只 有 一 些 判 别 存在 性 的 充分 条 件 . 
在 计算 机 上 编 一 个 寻找 哈 米 尔 顿 道路 的 程序 ， 其 ; 计算 量 也 是 
大 得 惊人 的 . 
显然 一 个 图 形 的 边 越 多 ， 存在 哈 米尔 顿 道路 的 可 能 性 也 
”就 越 大 . 
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习 题 5.3(2) 


1， 在 下 列 图 中 ,哪些 有 哈 米尔 顿 道路 或 环 路 ? 
(1) 


2。 求证 完全 图 必 有 喻 米尔 顿 环 路 ， 
3， 树 有 没有 哈 米 尔 顿 道路 ? 


3.3 最 经 济 道路 


问题 1 有 m 个 城市 (每 个 记 成 一 个 顶点 )， 两 两 之 间 可 
以 没有 直达 公路 , 可 以 恰 有 一 条 直达 公路 。 每 条 公路 上 有 公 
共 汽 车 (把 公路 记 成 边 ), 乘 车 要 付 一 定 的 奈 价 . 间 从 城市 到. 
城市 ? 的 最 经 济 道路 如 何 选取 ? 
”这 个 问题 就 是 对 一 个 加 权 ( 即 每 条 边 上 给 以 一 个 正 数 的 ; 
图 ) 简 单 图 上 的 两 个 顶点 之 间 求 景 经 济 道路 的 问题 ， ; 
设 图 G=《V, 加， 对 每 个 e€ 肪 ， 有 一 个 价格 cle)， 对 
.0EV, 令 % 到 2 的 一 条 道路 工 为 4 wo …， wu 多 那 末 . 
沿 工 的 价格 为 . 
cL) =6(u, 91) + ety, v3) + el Tor, v1). 《3 .2》: 
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问题 是 要 对 一 全 有 具体 的 图 , 在 给 定 % 和 % 以 后 , 找 一 茶 由 色 到 
» 的 道路 ,以 使 (GZ) = 最 小 . 

注意 如 果 (0) =1, 那 末 最 经 济 道路 问题 就 变 成 了 最 
短路 程 问题 ，. 

为 了 解 次 最 经 济 道路 问题 ， 先 介绍 一 个 最 经 济 连 结 问题 : . 

问题 2( 最 经 济 连结 间 题 ) 设 有 m 个 城市 ， 要 在 它们 之 
阅 建 筑 高 速 公路 .。 车 任意 两 个 城市 v1 与 ?3 之 间 建 造 高 速 公 
路 的 造价 为 c[vr,，vs]， 间 要 把 这 mr 个 城市 连结 起 来 , 应 如 何 
设计 高 速 公路 ,使 得 总 造价 最 低 ? 

把 这 个 问题 叙述 成 图 论 的 语言 就 是 ; 在 每 个 边 上 ， 都 有 一 
个 正 数 价格 efe) 的 一 个 简单 图 中 ， 选 取 一 个 生成 树 多， 使 它 
的 每 条 边 的 价格 和 [ 记 成 c(T)] 为 最 低 。 这 样 的 生成 树 称 为 
景 估价 格 生成 树 . 

连通 图 的 最 低 价格 生成 树 的 找 法 设 G-<V, 本 ,nm() 
=mm， 用 数学 归纳 先 找 一 个 价格 最 小 的 边 作为 ae。 设 边 et， 
…，er 已 选 好 , 现在 给 出 一 种 选取 er 的 方法 如 下 ; 

选取 eu， 为 使 et， ***, Or-1, Ok 中 不 包含 任何 环 的 价格 最 
小 的 边 把 这 步 双 继续 下 去 ， 最 后 得 到 61,…, em-3, 它们 组 成 
G 的 一 个 最 小 价格 生成 树 To. 
: TV。 具 最 小 价格 的 证 明 ， 候 设 最 小 价格 生成 树 为 T, 设 ex 
是 ee， …， em 中 第 一 条 不 属于 下 的 边 , 那 末 把 eu 加 到 了 了 上 
去 后 , 就 得 到 一 个 初等 环 路 y (第 一 节 定 理 8)，y 中 必 有 一 条 
不 属于 ?ps 的 边 e， 抬 外 中 的 e 换 成 en 后 ， 则 得 到 男 一 个 生 
成 树 T'( 见 图 5-17), 而 且 
c(T’) +e(e) =6e(T) +e(en). 
出 于 名 是 最 小 价格 生成 树 , 所 以 e(T) <<e(T'), 于 是 
: 6¢ 6) >c (0), 
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男 一 方面 , @,，，…, ‘94-i, 8 都 是 和 的 边 ; 因此 它们 中 不 会 任何 
环 路 .由 也。 的 取 法 应 取 e 为 ek， 故 有 

cem) 一 0(e) 。 
这 样 e(Z) =e(T), 即 T' 也 是 最 小 价格 生成 树 。 树 与 树 
Te 的 第 一 个 不 同 的 边 不 妨 设 为 erri. 

应 用 与 上 面 完 全 类 似 的 方法 , 可 得 到 G 的 另 一 个 生成 树 
7 它 是 最 小 价格 生成 树 ， 而 且 与 Te 的 第 一 个 不 同 的 边 十 
Ms +3, | 

继续 此 步骤， 最 后 就 归纳 到 ， To 是 G 的 最 小 价格 生成 
树 . 


5-17 图 5-18 


【 例 耻 ”在 图 5-18 中 ,每 条 边 旁边 的 数 表示 该 边 的 价格 . 
粗 线 部 分 就 是 一 个 最 小 价格 生成 树 , 该 树 的 价格 为 10. 

最 经 济 道路 的 找 法 ”对 于 每 个 边 。 具有 价格 c(9)>0 的 
m 个 顶点 的 简单 连通 图 G= 人 ， 配 ， 用 数学 归纳 法 给 出 . 幸 
证 明 ) 从 顶点 vo 出 发 的 最 经 济 道路 如 下 : 

ft” 找 使 [oo 绍 尽 量 小 ， 于 是 边 [oo， 困 就 是 w 至 
羽 的 最 经 济 道路 ,其 价格 记 为 7 (oo 妇 )， 那 末 


Vvos V4) = c[vo, v1], 
记 y= [Vo, 1]. 
2 在 也 一 {vo, mr} 中 ,如 果 存 在 4 使 ctvo, 中 >0, 那 末 
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就 选取 使 e[wo 达到 最 小 的 以 为 ww， 同样 ， 如 果 存 在 入 使 
c[vs, 侵 0, 那 末 就 选取 使 ce[v1, x] 达 到 最 小 的 4 为 性。 
由 G 的 连通 性 , wo 所 总 有 一 个 存在 ， 令 cf[vo, vo] 二 0。 
设 2 
0, 车 仅 %W 存在 ,或 Uo. 4 同时 存在 ,但 
| ovo, vol teLvo, wo] <cEvo, v4] tevs, wi]; 
“| 车 仅 内 存在 ,或 wo, 所 同时 存在 ,但 
c[oo， 2] 十 c[ou ta] <c[oo， vo] 十 c[vo，?o] 
取 wa= (直观 地 看 就 是 ， 从 加 上 每 个 顶点 向 外 走 价 烙 尽量 
小 的 一 步 , 并 且 在 这 些 停 步 的 顶点 中 , 选取 


UU 
到 w 价格 最 小 的 那 一 个 为 ws) ， 于 是 wo， “wo) 
v6 03 给 出 了 一 条 从 vo 到 v4 的 道路 , 记 为 了 
ya 其 价格 为 | AL 


cLvo, vlc[v,, 02]. 、 
这 ?3 就 是 vo 到 v9 的 最 经 济 道路 ， 这 是 因 wo 
为 : 车 工 ( 闫 79) 是 任 一 条 由 vo 至 v5 的 道路 图 519 
(参看 图 19), 如 果 边 [v0, ?J 不 在 荆 上 ,此 时 ww 必 存 在 ,于 
是 ofeo uo] 志 道 路 工 的 价格 ce(ZD)， 再 由 va《 二 ww) 的 定义 ,可 
知 
c[vo, Vi] +e Lo, va] <cLvo, wo] 和 CC 
如 果 [vo, 所 在 到 上 ,此 时 4 必 存在 ,于 是 
cLvo, vo] toLvs, val cLvo, v1] icLv, ul <o(D), 
因此 全 有 vo 到 人 9 的 最 经 济 价格 
Uvo; os) = [vo, ve] 十 c[ow，oa]， 
如 此 继续 选 下 去 ， 
3” 设 对 上 <n《7), vo,……, Dx-1 已 选 好 , 而 且 分 别 选 出 了 


从 到 w(l<i<% 一 了 的 最 经 济 道路 ,其 价格 为 Vvo; 多 。 
下 面 给 出 选取 及 选取 w 到 如 的 最 经 济 道路 的 办 法 ， 先 在 
go …，2x- 外 找 与 WO<5< 一 已 价 格 最 小 的 连 边 ， 设 其 另 
一 端 为 (由 G 连通 至 少 有 一 个 纪 使 这 样 的 妈 存在)。 设 全 
部 已 选 出 的 是 W，…，?wu。 如 果 
Vvo; Vi) cLon, zw]，… Tvo; vrs) + cLons, Ws] 
这 几 个 数 中 的 最 小 值 在 处 达到 ,就 令 
Vk = Wn, 
现在 证 明 由 v0， V4,…，vi, v5 连 成 的 道路 yx 就 是 26 到 vv 的 
最 经 济 道路 ( 见 图 520)， 假 定 工 (去 yx) 是 任 一 条 由 vo 到 vx 
的 道路 ， 工 上 最 后 一 个 在 集合 {vw，*…，%w} 中 的 顶点 记 为 
vr 那 末 对 二 上 后 继 于 v4, 的 顶点 这 有 
6(Yx) 一 风 0o Vs) 二 cfvx,, Vx] 
一 oo vp) +e LV, Us] 
<l(vo; Vys) +c[ox,, Ur 
cel(vo 沿 荆 到 vx,) 十 c[vx,, wu 志 c (DDD). 
因此 vo,…, ww, vw 是 最 经 济 道路 , 且 
Lvo; wr) =L(vo; wo) + cLvr,, Ow]. 
这 手续 可 继续 到 最 后 一 个 顶点 om-1《m 一 n( 了 7))， 结果 得 
到 了 由 v6 到 所 有 点 共 m 一 1 条 最 经 济 道路 
上 述 手 续 非 常 适 合 于 在 计算 机 上 进行 . 


Wy ) 
~ 人 1 一 
六 人 


vw 4 Os 
1 


讽 (VE a) Vy 


VO 


图 520 


e— 村 2 一 


| 人 


如同 


【人 2】 如 图 521 所 示 , 由 ww 出 发 ， 按 上 述 手续 得 到 的 
V1 ,Vr 依 此 标 在 图 上 . 
.， 【特例 】 如 果 令 一 切 e(e) 二 1. 则 得 到 的 最 经 济 道 路 就 
是 长 度 最 短 的 道路 。 


习 题 5.3(8) 
1. 若 连 通 图 G 中 每 条 边 的 价格 彼此 都 不 同 , 求证 8 中 只 有 一 个 最 
小 价格 生成 树 . 
2.、Q) 求 下 图 的 最 小 价格 生成 树 ; 
《2) 求 从 % 到 wv* 的 最 经 济 道路 . 


3.44 单 向 流向 平衡 图 
定义 荆 令 简 单单 向 流向 图 G=<V, 8》 的 顶点 为 v4 


0) Vm 记 
oe (i, 车 有 定向 边 [o 2 
0, 若 如 好 间 有 定向 边 [o， 虽 或 无 边 。 
其 中 ofzo 加 是 沿 定向 边 [wo od 的 流量 (i 尖 j， 且 0<% 
j<m), 如 果 满 足 


3 PE 
合 04 一 这 Ci (3.8) 
全; 二 


则 称 @G 为 流向 平衡 图 . 
条 件 (3.3) 称 为 流量 平衡 条 件 。 意 即 流 进项 点 vy 的 “ 流 
量 等 于 从 项 点 风流 出 的 流量"。 
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定义 2 把 简单 单 向 流向 图 Q=<V, B》 的 每 两 个 顶点 
之 间 的 定向 边 看 为 同一 对 项 点 沿 原来 定向 的 菜 几 条 定向 边 ， 
其 中 沿 每 条 定向 边 上 流量 的 和 等 于 原来 定向 边 上 的 流量 ， 这 
样 得 到 的 一 个 多 重 定向 图 G' 称 为 与 G 等 价 的 多 重 流向 图 。 
图 22 中 的 GF 与 G 就 是 等 价 的 。 


图 5-22 


定义 8 在 单 向 流向 图 的 一 个 单 定向 环 路 上 , 如 果 每 个 
定向 边 的 流量 都 一 样 , 则 称 这 个 单 定向 环 路 为 一 个 环流 ; 对 应 
的 流量 称 为 在 这 个 环流 上 的 流量 . 

定理 1( 环 流 定理 ) 一 个 简单 的 单 向 流向 平衡 图 G 等 价 
于 一 个 多 重 的 单 向 流向 图 HY。 这 个 Bf 的 全 体 边 集 可 以 分 成 
若干 个 环流 . 。 

【证 】 不 妨 设 介 是 弱 连 通 的 ， 否 则 , 可 以 对 各 个 弱 连 通 
分 量 分 别 证 明 . 因为 ow 不 能 全 为 0， 所 以 至 少 有 一 个 614,>>0. 
由 平衡 条 件 (3.3) 可 知 : 必 有 为 使 om>0.、 但 是 单 向 图 ,所 
以 和 将 jo， 同 理 ,从 65>0 出 发 ,又 可 以 找到 各, 使 ja#1, 且 
cuh>0， 如 此 继续 进行 下 去 ， 可 以 得 到 一 系列 jo, 思 入 … 
它们 都 在 上 与 色 之 间 取 值 . 所 以 总 存在 第 一 个 重复 出 现 的 
数 访 ， 若 放 = 炙 (人 > 名 ) 那 末 有 >iT2。， 令 1 一 8 一 加 (>2)， 
并 记 

= 
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这 训 访 


故 有 - [2 .re 甸 两 两 不 同 ， 而 且 
OU “'"s Ch-itss cm>0. 


再 令 ad 一 -min Ciyt1, 


于 是 可 以 在 顶点 各, 各, …, 包 所 之 间 给 以 一 个 环流 量 为 
o 的 环流 ， 

令 .| 

ne 当 G, DD = iy, orn), (F=1, 0 ); 

Cw) 其 它 (i, 力 ， 

于 是 9 之 0 仍 满足 平衡 条 件 (8.3) 而 且 c 咏 (1% jm) 中 不 
等 于 0 的 个 数 至 少 比 cy(l<% j<m) 中 不 等 于 0 的 个 数 少 1. 

以 由 代替 ow 重复 上 面 的 步骤 ,可 以 得 到 在 另 一 些 顶 点 
(例如 和 …, 包 , 训 ) 上 的 一 个 环流 量 为 as 的 环流 ,这 里 


2 ef 
-min cl 11 (ba 一 入) . 


再 令 、 
of2) 一 _ { cH 一 03， 当 (%, 7) 一 (4， b+1)s (K= 1, | P); 
” [opg， 其 它 (@ 站 . 


则 哆 CI< 生 私人) 中 不 等 于 0 的 个 数 至 少 又 少 了 一 个 , 而 且 
仍 有 co 之 0 及 平衡 条 件 (3.3). 

如 此 继续 这 样 的 步 又, 经 过 有 限 次 重复 后 ， 最 后 就 得 到 某 
个 入 使 cD 二 0( 一 切 1<i j<m). 

于 是 G 等 价 于 入 一 1 个 流量 分 别 为 m,…，ew-1 的 环 
流 。 这 就 证 明了 本 定理 】 


第 四 节 平 面 图 
设 有 三 个 工厂 a.5、6， 由 供水 站 以 供 油 站 @、 供电 站 
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通过 地 下 管道 供给 水 、 油 和 电 。 问 能 不 能 使 铺设 的 地 下 管道 
之 间 不 发 生 交叉 ? 

把 a、5、c、 de 了 作为 项 点， 地 下 管道 作为 边 ， 就 得 到 
一 个 图 (如 图 5-28(2))， 这 是 一 个 完全 二 分 图 3,s. 

能 不 能 把 一 个 图 在 平面 上 画 出 来 , 而 且 要 它 满足 ; 任何 两 
条 边 的 交点 只 许 是 顶点 ? 满足 这 一 要 求 的 图 称 为 平面 图 ， 记 
以 上 面 提出 的 问题 实际 上 就 是 问 五 。s 是 不 是 平面 图 (图 
5-28(1))? 


定义 工 如 果 能 把 图 GKV，BD 在 平面 上 画 出 来 , 而 且 
除 在 顶点 外 ,任何 两 边 不 许 有 交点 , 则 称 G 为 平面 图 (但 边 不 
必 一 定 画 成 直线 ,也 可 画 成 曲线 )， 

图 Ks.s 事实 上 不 是 平面 图 , 后面 将 证 明 这 一 点 。 当然， 

在 空间 给 出 Ka,s 的 使 任何 两 边 不 能 相交 的 图 形 是 很 容易 的 . 

例如 图 5524， 此 外 ,在 其 它 册 面 上 , 例如 在 环 面 上 , 给 出 Rss 

的 使 任何 两 边 不 能 相交 的 图 形 也 是 能 够 办 到 的 , 如 图 5-25. 
【 例 1 在 图 5-26( 了 ) 中 的 图 G 是 平面 图 , 因为 它 可 以 


< 仿 


图 5-25 


一 336 一 


图 5-26 


在 平面 上 画 成 (2) 中 的 样子 . 

【 例 3] (地 图 着 色 图 ) 考虑 某 一 大 洲 地 图 ， 把 每 个 国家 
看 成 一 个 顶点, 两 国之 间 若 有 公共 边界 , 就 在 才 示 这 两 国 的 顶 
点 之 间 联 一 条 边 . 这 样 的 图 是 一 个 平面 图 . 

在 大 规模 集成 电路 的 设计 中 ,平面 图 的 概念 是 有 用 的 , 因 
为 如 果 一 个 接线 图 是 平面 图 就 显得 比较 简单 . 

定义 2 如 果 能 把 图 G 《<P，B》 在 球面 上 画 出 来 ,而且 
除 在 顶点 外 ,任何 两 边 不 许 有 交点 , 则 称 G 为 球面 图 

定理 1 G 是 平面 图 , 则 日 是 球面 图 ,反之 也 对 

【证 】 若 G 是 平面 图 , 设 它 已 画 在 平面 上 ， 在 这 平面 上 
放 一 个 球 , 设 过 球 与 平面 的 切 点 立 的 直径 交 球 于 另 一 点 为 8. 
平面 上 祥 外 任意 一 点 三 与 仿 的 联 线 与 8 
球面 交 于 唯一 的 一 点 P， 点 访 在 球面 
上 对 应 于 它 自己 ， 这 样 一 个 平面 上 的 图 
G 就 对 应 于 一 个 球面 上 的 图 G、 所 以 G 
可 以 在 球面 上 画 出 , 即 S 是 球面 图 ( 见 图 
5-27). | 图 5-27 

反之 , 若 G 为 球面 上 的 图 ,在 球面 上 取 不 在 图 G 上 的 一 
点 作为 5, 把 过 5 的 直径 与 球面 的 交点 记 为 驴 , 过 六 作 此 球 
的 切 平面 ,在 5 处 放 一 个 点 光源 ， 这 个 光源 把 球面 图 GG 投影 
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到 平面 上 ,就 得 到 一 个 平面 图 G. 这 说 明 G# 可 以 在 平面 上 画 
出 来 , 而 且 任 意 两 边 不 能 有 除 项 点 外 的 交点 。 因 而 G 是 平面 
图 ，] 

注 上 面 介绍 的 把 球面 上 的 点 投射 为 平面 上 的 点 的 办 法 称 为 球 
极 投 影 法 。 有 一 种 以 北极 为 中 心 的 地 图 就 是 这 样 绘制 的 ， 

利用 这 个 定理 也 可 以 判断 出 例 1 中 的 图 G 是 平面 图 . 这 
是 因为 该 图 显然 可 面 成 如 图 528 中 G7 的 样子 ， 把 @ 捏 成 
球形 , 就 知道 Bf 是 球面 图 , 因而 侣 是 球面 图 ， 由 定理 1 可 知 
G 是 平面 图 
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5-28 $29 
定义 3 设 8G# 泥 平面 图 ， 且 已 画 在 平面 上 。， 由 它 的 一 些 
边 围 成 的 区 域 .如 果 满 足 , 了 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 不 通过 
.G 的 任何 边 或 顶点 的 曲线 连结 起 来 , 则 称 区 域 /为 图 GQ 的 一 
个 面 ; 两 个 有 公共 边 的 面 称 为 相 包 的 ; 一 个 面 的 所 有 边 称 为 这 
个 面 的 边界 ; 构成 边界 的 边 称 为 这 个 面 的 边 . - 
注意 每 个 平面 图 有 且 上 只 有 一 个 无 界 的 面 ， 它 是 一 切 有 


-oo ， « 


fa, fs, 其 中 fs 为 阴影 部 分 , 它 就 是 一 个 无 界 的 面 . 
”但 是 同一 个 图 也 可 以 有 不 同 的 画 法 , 例如 
【 仿 3 图 580 中 的 G 与 9 实际 上 是 一 样 的 , 但 是 ,无 
界面 的 位 置 却 不 同 ， 在 G 中 , fs 是 无 界面 ,但 在 GY 中 变 成 了 
有 界面 ; 在 G 中 的 有 界面 户 , 在 9 中 变 成 了 无 界面 . 
【 例 4)】 图 5-31 中 的 GG 只 有 一 个 画 ， 是 无 界面 Gs 有 
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两 个 面 . 
定义 4 所 有 的 边 都 是 直线 的 平面 图 称 为 直线 图 . 
法 雷 (Fary) 在 1948 年 证 明了 *, 一 个 简单 平面 图 总 可 以 
画 成 一 个 直线 图 ， 
定理 2( 欧 拉 公 式 ) 设 G= 人, D 是 2 个 连通 部 分 的 
平面 图 , 它 的 全 体面 (包括 无 界面 ) 组 成 一 个 集合 了 , 则 有 公 
式 
ny)—n(B)+n(F)=p+1. (4.1) 
式 中 左边 的 数 称 为 图 的 欧 拉 数 ， 
【证 ]】 1° 先 设 2 一 二 这 时 G 为 连通 图 ， 若 在 G 中 去 掉 
一 条 边 , 那 末 得 到 的 部 分 图 GF 比 8 少 一 条 边 且 少 一 个 面 ,但 
顶点 数目 不 变 , 因此 
GY’ 的 顶点 数 一 边 数 十 面 数 =n(V) 一 n(B) +n()， 
G 可 以 去 掉 有 限 条 边 后 , 得 到 一 个 生成 树 了 ,因此 
*) Acta Soi. Math., 11, 229-33 (1948) 。 


一 339 一 


也 的 项 点 数 一 边 数 十 面 数 =n(V) 一 n(B) 二 2) 
但 是 了 的 顶点 数 为 n()， 边 数 为 ntV) 一 1， 面 数 为 1， 所 以 
7 的 顶点 数 一 边 数 十 面 数 n(V) 一 (n(V) 一 力 二 1=2. 

接 此 
nT ~n(B) +n(F) 一 2 
这 说 明 p=1i 时 ,公式 (4.1) 是 对 的 . 
2° 一 般 地 ， p>1 时 : 
设 @8 的 2 个 连通 部 分 为 〈『 局 >，…， wo， 它们 
的 有 界面 数 分 别 为 ra， ra ，，yo。 那 来 根据 1° 证 明 的 结果 ， 
有 
nV —n(B') 二 一 1 (一 | 2，…'， 2»), 
(注意 上 式 两 边 没 有 计 入 无 界面 ), 对 i 求 和 ,得 到 
oa) 一 n( 国 十 加 到 
但 是 , G 的 全 部 有 界面 加 上 无 界面 就 是 %( 了 P)， 
Brn(F). 
因此 nV)—n(B)+n(F) =p+1. 
定理 证 毕 ， 3 | 
. 推论 1 连通 简单 平面 图 G= 4 B》, 着 n(B)>2, 则 
必 有 不 等 式 
a(F) <n(B) <n(y) 一 6， (4.2) 
其 中 %() 表 示 电 的 面 数 . 
【证 】 因为 G 是 简单 图 , 所 以 每 个 面 (包括 无 界面 ) 都 至 
少 有 三 个 边 , 于 是 全 部 面 的 边 至 少 有 3%(F) 个 。 但 每 个 边 又 
是 某 两 个 面 的 公共 边 ， 所 以 对 每 个 固定 的 边 在 计算 全 部 面 的 


” 边 数 时 ， 重 复 算 了 两 次 (每 个 以 它 为 公共 边 的 面 都 计算 它 一 
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次 ), 因此 . 
2n() 一 全 部 面 的 边 的 和 之 8n (了)， 
”从 而 
和 BnP<nB). (4.3) 
再 由 网 拉 公 式 (4.4), 得 
n(B)—n(V)+2=n(F)<En(E), 


所 以 二 n(B)<n(y) 一 2 
中 
n(B) <an(F) -6.. (4.4) 
由 (4.8) 及 (4.4) 即 得 (4.2). 了 : 
推论 2 5 个 顶点 的 完全 图 玉 5s 不 是 平面 图 . 
【证 】 对 五 s (如 图 5-32) 一 KV，B> 来 说 , 2n(V) 一, 
n(E) ~ nD-D ta) 一 已 一 10 Vi 


不 满足 n(B)<3n(V) 一 6， 但 KK; 是 简单 。 
-图 , 故 由 推论 荆 可 知 , 及; 不 是 平面 图 ， ] 
推论 3 完全 二 分 图 下 s,s 不 是 平面 “~ 
图 ， 图 5-32 
【证 】 用 反 证 法 : 候 设 下 s,s 是 平面 图 。 由 于 天;,。 是 二 
分 图 , 所 以 任意 三 个 顶点 之 间 不 可 能 都 存在 边 , 因而 KK;,s 的 
每 个 面 至 少 得 有 四 个 边 . 但 是 每 一 条 边 都 是 某 两 个 面 的 公 : 
边 , 所 以 在 计算 全 体面 的 边 中 重复 计算 它 一 次 , 于 是 
20( 卫 ) = 全 部 面 的 边 之 和 之 4n(F)， 
即 n(B)>2n(F). 
再 由 欧 拉 公式 
n(F)=2+n(B) —n(y) 


可 推出 .nn(B)>4+2n(B) -2n(V), 
即 
n(B)<2n(y)—4, (4.5) 
但 Fs,s~<V, BD》 中 ， (7)=6, n(B)~3x8=9, 故 (4.5) 
并 不 满足 ， 这 就 导致 了 了 矛盾。 说 明 “天 ss 是 平面 图 ”不 成 
立 。] 
注 与 Kas 类似, 也 可 将 Ks 画 在 环 面 上 (如 图 5-33)， 
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图 5533 图 5-34 

定义 对 于 一 个 图 G@, 可 以 施行 两 种 手续 ， 

1 去 掉 一 个 结合 度 为 2 的 项 点, 并 把 从 该 点 出 发 的 丙 条 
. 边 接 成 一 条 边 ; 

2 在 某 条 边 上 加 入 一 个 新 的 顶点 , 并 把 这 条 边 看 成 由 这 
个 新 顶点 出 发 的 两 条 边 ( 见 图 5 84)， 

对 G 施行 有 限 次 这 样 的 手续 后 , 得 到 的 一 个 图 G' 叫做 
“G 的 一 个 形变 . 

如 果 某 个 图 Ga 是 图 G 的 形变 , 则 称 SG# 与 Ga 同 眶 . 

判别 一 个 图 是 不 是 平面 图 ， 有 一 个 著名 的 

库 拉 托 夫 斯 基 定 理 “ 一 个 图 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 ， 它 
不 含 一 个 同 腑 于 玉 s 或 下 s,s 的 部 分 子 图 . 

这 条 件 的 必要 性 是 显然 的 , 充分 性 证 明 较 复杂 , 本 节 不 
作 介 绍 .) 

平面 图 还 有 一 个 著名 的 
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“四 色 定 理 ” 平面 图 的 着 色 数 <4. 
这 一 直 是 一 个 非常 难于 证 明 的 猜测 , 直到 1976 年 ， 在 计 


算 机 帮助 下 才 得 到 了 证 明 . 
习 题 5.4 
1。 求 证 满足 下 列 条 件 之 一 的 图 G 一 (7, 了 ) 是 平面 图 ， 


内 


(1) nn(V) < 
(2) nV)=5, n(E)<9; 
(3) n(7)=6, n(E)<8,; 


.求证 简单 平面 图 G 中 必 存 在 一 个 结合 度 小 于 6 的 顶点 ，[ 提 示 ; 用 


推论 1.] 


.求证 完全 图 五 当 且 仅 当 %<4 时 是 平面 图 . 
， 求 证 完全 二 分 图 五 ,w 当 且 仅 当 % 生 2 或 者 几 和 3 时 ,是 平面 图 ， 
.求证 图 5-35 不 是 平面 图 , 


图 5-35 5-36 


G 是 有 二 个 顶点 的 简单 连通 图 ,求证 G 或 G 的 补 图 G* 中 总 有 
一 个 不 是 平面 图 。 试 把 这 个 结论 推广 到 顶点 多 于 了 1 个 的 情况 ， 


， 求 证 图 5-36 不 是 平面 图 . 
， 设 空间 一 个 凸 多 面体 的 顶点 数 为 m, 边 数 为 6, 面 数 为 + 证明 


me+f=2. 


， 试 曾 一 个 有 5 个 顶点 、9 条 边 的 直线 图 . 


第 五 节 定向 图 的 结合 矩阵 
定义 1 设 G=《V, 为 m 阶 (多 重 ) 定 向 图 作 一 个 
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和 0 行 m 列 的 表格 , 它 在 第 i% 行 第 7 列 <i, jm) 处 的 元 素 
sy 为 ， . 
@y 二 从 vi 到 的 定向 边 的 数目 
〈 当 ?= 了 时 ,定向 边 变 为 定向 圈 )， 
这 个 表格 称 为 以 的 结合 姑 阵 , 记 为 hg. 
显然 ,一 个 定向 图 由 它 的 结合 矩阵 完全 确定 。 
车 GQ 是 多 重 图 ( 即 无 定向 的 ), 则 当 把 它 看 成 双 定 向 图 后 ， 
得 到 的 结合 矩阵 也 称 为 G 的 结合 矩阵 ， 这 时 候 总 有 
ai 一 0 (1l<%, j<m). 
这 样 的 结合 矩阵 称 为 对 称 的 . 
如 果 G 是 简单 定向 图 , - 那 末 os 只 能 取 0 或 1 而且 4c 
的 对 角 线 上 的 元 素 ow 一 0CU<i<m)， 车 在 = {wy …， Vm} 
上 定义 一 个 关系 民 对 4.vEV, wRv 当 且 仅 当 到 v 有 定 
向 边 ， 那 末 关 系 号 的 结合 矩阵 ( 见 第 三 章 ) 也 就 是 4e. 


如) 1 Y2 23 4 vi 
B 和 人 

地 到 v5 ye A v6 ?3 

GE * 本 (eA Gs Va Gs 


图 5-37 


3 a 


i oe 


【 例 妖 ”在 图 5-37 中 , Ga 至 G4 的 结合 矩阵 分 别 为 
0 8 


HODSD 
[| 
OP oD 


2 
0 
1 


000 111 
000111 
1 i11000 
111000 
000000 
101000 


| 


000000 
010001 
000000 

令 1m、0n 分 别 为 m 行 m 列 且 元 素 全 为 1 0 的 矩阵 


Ao, 
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那 末 mm 阶 完全 图 Kn 的 结合 矩阵 为 1 一 JTm(《 基 Ag,=—1n—I,), 
1 
0 
6 


其 中 为 m 阶 单位 阵 ， 


(矩阵 4， 召 的 加 、 减 、 乘 法 及 方 寡 42= 44、 如 一 .44 一 
4 一 4 等 ,在 此 仍 适 用 .) 

定义 2 如 时 在 定向 图 GG 中 ， 从 顶点 到 % 有 一 条 长 度 
为 的 定向 道路 , 则 称 吧 步 尔 接 于 w 并 称 该 条 定向 道路 为 

4 经 总 步 到 达 由 的 定向 道路 . 

定理 1 设 定向 图 G 的 顶点 集 为 到 = {foa …，2m} 其 结 
合 矩 阵 为 4, 那 未 岂 顶 点 v1 经 w 步 到 达 顶 点 %; 的 定向 道路 的 
数目 恰 为 4" 中 第 纪行 第 7 列 的 元 素 ， 


【证 】 设 
Qi 
-| : : 

Ob 00 

先 看 ”一 2 的 情形 、 这 时 
C 镶 = cacd 十 0iagay 十 … 十 CimGQooy。 

对 于 1<k<m,，aw 表示 由 二 经 一 步 到 天 的 定向 边 的 数目 ; cwi 
表示 由 上 经 一 步 到 了 的 定向 边 的 数目 . 所 以 它们 的 乘积 cacry 
表示 从 中 间 经 过 共 2 步 到 了 的 定向 道路 的 数目 ， 因 此 ， 


a = DY amar 表示 从 襟 出 发 经 2 步 后 到 达 了 的 定向 道路 的 


数目 ， 

对 于 一 般 色 可 以 用 数学 归纳 法 证 朋 本 定理 ， 作为 练习 ， 
留 给 读者 自 证 ， ]】 

对 于 和 矩阵 B= (D8) 1cu em, 记 . 

tr B= 61+ Dnmey 

即 是 和 矩阵 卫 的 对 角 线 元 素 的 和 ， 从 而 有 : 

推论 1 车 定向 图 的 顶点 为 内 ，，…，ewnm， 结 合 矩阵 为 
4, 那 末 G 中 长 度 为 % 的 定向 环 路 的 数目 为 4" 
< 4’= 《ct) Ts< 和 了 ms Qj = CF, 
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at 0 .0 
4 如 -| ; 和，0 
0 ... 0 gmm 
推论 2 设 定向 图 G 的 顶点 为 由 …，wnm， 结 合 矩 阵 为 
4， 那 末 从 人 到 多 长 度 为 怀 的 半 道 路 的 数目 为 矩阵 (4 十 涉 
一 4p)" 中 第 5 行 第 j 列 的 元 素 , 长 度 为 ”的 环形 半 道 路 数目 
为 好 44 一 4 
【证 】 把 从 wv; 到 vw 的 长 度 为 1 的 定向 半 道路 数 记 为 5 


那 来 
| ci 十 ct， 当 i7 困 ; 
~ la 当 i 二 j 时 . 
于 是 (bw) 1c41<m 王 有 4 十 生 一 Ap. 


其 它 证 明 都 与 定理 1 完全 相仿 ， 且 

推论 83 设 定向 图 G 的 顶点 为 wu … om 结合 矩阵 为 4， 

(I) 记 称 阵 4 十 43? 十 … 十 4 中 第 引 行 第 了 列 的 元 素 
为 (4 十 4 十 … 十 Aw) 那 末 对 i 关 j v4 可 到 的 充 要 条 件 
为 (4 十 4 十 … 二 4" 5>0. 

(2) 对 i 天 从 v4 到 wy 有 半 道 路 的 充 要 条 件 为 

[(4+4A' 一 Ap) 二 (4+4A’ 一 Ap)? 十 … 十 (A+4' Ap)”"7]y 

>0. . 

【证 】 因为 由 习题 5.1 第 1 题 可 知 ; 从 vi 到 vy 有 定向 道 
路 (或 半 道 路 ) 的 充 要 条 件 为 ， 有 初等 定向 道路 (或 初等 半 道 
路 ) ,由 定理 1 即 得 到 本 推论 ， 了 

推论 4 定向 图 G 的 顶点 为 wu …，om， 结 合 矩阵 为 4， 
那 末 

(GD G 强 连 通 的 充 要 条 件 为 
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了 工 十 4 十 4 十 … 十 4 >0; 

(2) G 单 向 连通 的 充 要 条 件 为 

T+-(4+A4) 十 (3 十 4 十 十 ("1 十 A441Y)>>0; 

(3) G 弱 连 通 的 充 要 条 件 为 

I+(A+4’—Ap)+(At+A’— Ap)’+*" 
+(A+A4—Ap)"!>0. 

-本 节 要 点 

在 讨论 道路 的 数目 时 , 结合 扼 阵 是 一 个 很 有 用 的 工具 , 结 
合 矩 阵 与 图 形 是 完全 等 价 的 ,但 结合 矩阵 与 顶点 的 次 序 有 关 ， 


习 题 5.5 
1， 求 下 列 各 个 图 的 结合 矩阵 
GD 一。 (2) a | 
Ve 
Va Va Va vs 
ve 
.vs vs 


1 1 1 100 i101 
(GD ( 0 中 lt 1 ') ol: 0 中 
| 0 0 0 001 101 
0 0 1 | 
ol 1 "| 
1 10 


3， 求 图 中 的 4, 41, 4 


4， 用 数学 归纳 法 完成 定理 1 的 证 明 . 
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第 五 章 小 结 


本 章 介 绍 了 有 限 图 的 -- 些 基本 概念 和 著名 定理 ， 主 要 讲 
了 : 

1. 图 .路 .连通 性 、 生 成 树 等 有 关 概 念 : 

2， 图 的 折 扑 形变 及 由 区 数 、 特征 数 、 寿 色 数 、 连通 度 等 参 
量 . 

3. . 欧 拉 道路 、 只 米尔 上 页 道路 的 存在 与 否 及 其 找 法 ， 最 短 
道路 的 找 法 . 

4.. 单 向 流向 平衡 图 及 其 环流 分 解 ， 

5. 平面 图 的 概念 ; 欧 拉 数 、 欧 拉 公式 及 其 用 于 判断 图 的 
平面 性 .图 的 同 胚 及 著名 的 平面 图 准则 一 一 库 拉 托 夫 斯 基 定 
6. 图 的 结合 矩阵 及 其 应 用 于 计算 道路 数 . 
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第 一 章 


习题 1.1 工 五 ={(0 0), (0, 1), (0, 2)}. 
2. 不 是 。 3、 见 图 . 
全， 入 人， {2}，{2， 起 {Xz 2，{y, 2}， 
如 y, 2}. 
6. AJB={z|(2—1) (rt—3r—2)=0} 

={ 一 bs 1, 1, -V23, V2}; 
ANB=1{-1, Ti A—B={-i,i}; B-A={~V3, V3}. 

9. A, $, 4, §, 8, AUB, B, B. 
8. (1) ACB; (2) BCA; (3) A=B; *(4) A4=B=$ “(5) 4=B; 
*(6) 委任 意 , B=8. 
9. 如 是 以 4 的 一 切 子 集 为 元 素 的 集合 . 

习题 1.2 1. g, UU, VU, f, U, 4, AUB, 4NB. 

(2) 


5. 4，6. ng. 会 飞 的 瞧 岛 ; Png: 不 会 飞 的 雄 岛 , 7. {2}. 8. (1) 

OD 金 丝 省 都 会 唱歌 ; @@ 有 些 喂养 得 很 好 的 会 唱歌 的 鸟 不 是 金 丝 泄 ， 

(2 DONW=p, DSNT#AG @WCS(M SCW). 

9. (CNA)-(CNB( 或 ON(4-B). 10. ZN nN Ad; MU Ud, 
习题 43.8 1. A4xB={Cc, 0), (6, b), (b, a), (b, b))}; 

BxA={(4, ©), (a, b), (b, o), (b, b)}; 

AXBxC={(6, 4, 2), (ce, b, x), Cb, 4, £), (b, by 2), Ce, a, Y), 

Ce, b, y), Cb, a, 9), Co, b, YH; CXBxXA={(r, a, ci C2, a, b), 
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(ob ©), (x, b, b), (y, a, ©), (Yy, a, b), Cy, b, oe), Cy, b, b)}; 
BxB~={(4, a), (a, b), (b, @); (b, b)}:; AxAxB={(¢, ¢, a), 
Cc, c¢, b), (¢, b, a), Cc, b, b), (b, ¢, a), (b, cs b), (b, b, a), 
(CD b, 0)}. 

习题 1.4 1. 基本 事件 : 红 , 黄 , 蓝 , 白 ，2. 基本 事件 : (1, 3), (1, 3)， 
(1, 4), C1, H), (2, 3), (2, 4), (2, ), (3, 4), (3, 5), (4, 5)， 
3. 基本 事件 多 一 倍 : (1, 2), (2, 1), (1, 3)， (3, 1), 机 。 5. 第 一 
分 配 律 :“4 发 生 且 BB 与 0 之 一 发 生 ” 等 价 于 “4 与 如 都 发 生 或 4 与 
C 都 发 生 ”,?. (DANBNG, (ANBNG; (3)ANBNG,; 
(4) AUBUC; (5) ANBNO, (6) (4NB)UC(BNO YU ONA); 
{ANBNC)U (ANBNO UCANBNO UL (ANENO); 
(8) ANBNGO. 8.9. 


第 二 意 
习题 3.1 1. 4UCBNO)( 见 图 ) (BUCO NA 


I 


a 404 恒通 ; 4 A. 恒 断 ， 
与 这 个 电路 相当 的 开关 为 


4NB)UBNO UCN A =LBN (AUOIU CNA). 
-其 中 4、B、C 分 别 为 分 配给 这 三 个 人 的 开关 。 电路 图 如 下 图 所 示 。 
-其 中 4、0 为 双 刀 两 扼 开 关 . 
4 
0 
电源 从 
生 , 设 四 个 人 被 分 别 分 配给 4、B、C、D 四 个 开关 , 于 是 要 设计 的 电路 
相当 于 开关 
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“(ANBNO)U (ANBND UANCGND YU BNCNDY 
‘ANBNOU{ANB J HNO YU (BNOINDY,. 


其 电路 如 图 所 示 . 


A 


欠 


其 中 4、6 为 三 刀 两 据 开 关 , 8 为 双 刀 两 挪 开关. 
5. GD 。 二 ， G 。 一， 


(7) zz ee 一 一 一 


习题 3.2 41. (1), (2), (5) 是 命题 ， 其 它 不 是 ，2. (1) 有 人 工作 不 努 
力 ; (2) 植 物 都 不 吃 虫 ; (3) 所 有 的 人 都 不 会 讲 英语 ; (4) 有 人 不 会 讲 英 
语 ，3. (QD) “这 个 皇 期 日 不 下 雨 ”及 “我 们 班 一 起 去 郊游 ”总 有 一 件 会 
发 生 ; (2) 这 个 星期 日 不 下 雨 , 我 们 班 一 起 去 郊游 ; (3)“ 这 个 星期 日 下 

` 雨 "与 < 我 们 班 一 起 去 郊游 " 二 者 必 现 其 一 ; (4)“ 这 个 星期 日 下 雨 或 我 
们 一 起 去 郊游 "及 “这 个 星期 日 不 下 十 或 我 们 不 都 去 郊游 "这 两 件 事 司 
时 成 立 ，(5) 这 个 星期 日 下 雨 或 者 我 们 不 都 去 郊游 ，C6) 这 个 星期 日 
下 雨 ， 我 们 不 都 去 郊游 ; (7) 这 个 星期 日 下 雨 我们 仍然 一 起 去 郊游 ; 
(8) 同 (3). 

4. DO; (D1 3)~p: (4)2. 

5. (1) 并 非 又 在 打雷 又 在 下 雨 ; (2) 要 么 未 在 打 需 ,要么 未 在 下 十 ( 同 
GD); (3) 并 非 既 来 打 需 又 未 下 雨 : 4) 要么 正在 打雷 ， 要 么 正在 下 
雨 ”, 此 话 不 真 ，( 嫩 未 打雷 又 未 下 雨 . 
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(~pV ~ A WY9) 


SS A 


9 
0 
1 
0 
1 


b 
0 
0 
] 

1 


Oo Si 


OoOmo 和 oO 


~(pV~Y) 人 (9GV ~p) 


全 
. 
< 
S 
之 
人 
. 
< 
Si 
忆 
< 
& 


OC oO 


OO oOoo 和 nm 


7) 
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8. (DpA(qVr); Dp; (WpYV~g (D0 Hl (6) ~0 
《7) pA~Y. 

习题 2.3 1. (1) 鞍 出 太阳 , 则 必 温 暖 ; (3) 车 人 要 生活 , 则 必须 呼吸 ; 
(3) 车 在 睡 党 前 喝 浓 茶 ， 则 必然 会 睡 不 着 ， (DD 温暖 是 出 太阳 的 必要 

”条件 ; 出 太阳 是 温暖 的 充分 条 件 ; (2) 呼 吸 是 人 生活 的 必要 条 件 ; 人 生 

” 活 是 呼吸 现象 的 充分 条 件 。 (3) 睡 不 着 是 压 前 喝 浓 茶 的 必要 条 件 ; 巍 
前 喝 浓 茶 是 隆 不 着 的 充分 条 件 ， 下 面 是 条 件 送 、 条 件 否 、 条 件 逆 否 、 
否 命 题 : (了 ) 温 暖 时 必 是 出 了 太阳 ; 太阳 未 出 时 不 温暖 ; 不 温暖 时 必 是 
未 出 太阳 ; 并 非 “ 出 太阳 时 必 温 暖 ”。 (2) 人 呼吸 就 必 是 在 活着 ; 人 不 
生活 就 不 必 呼 吸 ; 人 不 呼吸 就 不 会 活着 ;并 非 “ 人 生活 就 必须 要 呼吸 ”。 
(3) 人 苞 不 着 必 是 睡 前 喝 了 浓 茶 ， 隆 前 不 喝 浓 茶 不 会 睡 不 着 ; 不 失眠 
一 定 是 睡 前 未 喝 浓 茶 ;“ 睡 前 喝 波 某 使 人 睡 不 着 ”不 是 事实 . 
2. (四 ~[GAg) 一 一 站 : OVDA~T (3)~ro(~pY 一 9)。 
3. (D (3) 假 ; (2)、( 约 真 (注意 (2，(4) 的 前 题 都 是 假 的 ， 所 以 不 管 


结论 如 何 一 一 (2) 中 结论 为 假 ，(g 中 结论 为 真一 一 条 件 命题 都 是 真 - 
的 ). 
笃 ， (了 及 (2) 


见 


qlp>q|~g->~pl(p>q9) 人 (~ 9- 人 1D)| (DGg)e> 人 (DOA 人 人 ~) 


5 
PP 
Pen 


1 1 | 1 
1lol 0 0 0 | 1 
ol 1 1 1 ? 
010 1 1 ] 1 1 


(op raonl 
1 


(2 一 人 9) 人 ?| (p>q) A (q—>7) 


5. 7 为 真 ，6. 9 为 假 、?. (1), (2), (3), (4), (7), (8), (9), (12) 
是 恒 真 命题 ; 其 余 为 否 ，10. (1), (2), (3), (4),(6), (07) 是; (5) 不 
是 ， 二 . (2) 是 ; (了 DD), (3) 不 是 13. (DD (pA~9Vr; (2 ~pY~ 
(gqV7) Ys. 18. CD DA~9 (2) pY4. 玛 , (J) 存在 对 一 切实 阔 
数 了 都 有 f(x) <<0，(2) 一 切 正 整数 % 均 有 nn 之 f(n)，16. p=0. 

习题 3.4 3. (了 ]) ~p; (2)~s; (3)r; 49，6. 全 不 正确 , 犯 了 (4.3) 
中 《21) 类 错误 ; (2) 正 确 。7?. (DD 不 正确 ; (2) 正 确 . 

习题 .5 其.[ 提 示 : 在 %%+1 时 ,把 棋盘 分 成 4 块 .] 0. 在 n=%+I 
时 ,用 妃 把 4 上 1 有 军 号 片 移 至 0, 再 把 8 十 1 号 移 至 BB， 再 用 4 把 
C 上 的 片 移 至 B. 

习题 3.6 i. ()31zP(x), 这 里 Pl(wm)=“w 是 侦 质 数 ”; (2)Vw3yF(z， 
y), 这 里 x 表 火 车 , y 为 汽车 ，F(z, Y) 表示 “zw 比 y 快 ” (3) 3yVzP 
(y, +) AITYYyF(L, Yy) (记号 同 (2)); (4) E(Cheng(%, %), 2) BE(%, 
M23)VE(z, 一 M23), 这 里 恕 (x, Y), 表示 “x 等 于 y, Cheng(%, x) 
站 示 “z 蔷 2 3. zxP(z) AYeVy (T(x, >~P(2)YV ~P(Y)), 其 
中 Cv, g 表示 “2 于 5. 32(P(2)-> @(%))，6. (1)，(4) 正确 ; 
(2),(3) 不 正确 .7. 逻辑 推理 正确 , 但 内 容 不 正确 . 
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习题 3.1 2. 不 传递 , Bi 可取 RU{(4, 2)，(4, 了，《3,，2)}， 也 可 再 
并 上 (全 了 ,所 以 Bi 不 止 一 个 ，3. 是 ; 图 为 它 可 分 成 三 个 互通 的 艺 
. 价 类 : [车 ，[3]，[3]; 结合 矩阵 为 

1 0014100 


OOPoO 
OP OOPE 
FPO O 
书局 


HO OP OS 
乙己 


0 
1 
0 
0 
工 
1 0 0 0 


号 . 否 ( 因 为 不 传递 )。6. 例如 ， 可 令 xRy 当 且 仅 当 “z=gy 或 z+y 是 
3 的 奇数 倍 ”。 


[mn 


4RocsoR) = 


| 
| 
| 


4Asos= 


SooorSooooSdSoooocoooo 
Ooo OO oOo oO Occo opPpr 


0 


局 有 


0 


SOOOOOCOO OOO OO OOO SO SC Oo 


0 


0 


HH OO oO oD 


00100 
00001 
， 4s=|100001| 
01000 
/ 00000/ 
00010 
00000 
， AsR=|0 1000| 
01000 
| \00000 
,01000 
01000 
， 4np=|00000| 
00000 
0 0 00 0 


Ap:=ApR;. 


; 10. 是 .* 坟 . 不 一 定 ,例如 = 位 至 10 内 的 整数 }, 有 R 为 “= (mod 3)”， 
S 为 “三 (mod5)”, 则 BoS 不 对 称 . 但 R=S 时, 及 oS 是 等 价 关系 。 
13. 不 是 等 式 的 例 : R=1{(1, 4), (1,2)}, S={(1,1)}, 7=1{(2, 4)}。 
18. 令 I={(%, x)|w € X} 可 14. Ri=~BxA. 

习题 3.3 3. (是 ; (2) 是 , 8. 令 f. (zx, >(y, 7) 即 可 4. 是 . 
5. 否 , 6. 是 了 -> 有 卫 xX 卫 ， 在 (1) 中 了 对 = 往 , 2, 3, 和， 在 (2) 一 (4 中 


X=-{1, 2, 3}. 


i 
Y. f: v1, Wa, re———> Ys 


及 
fo: Lis Ta, 12 一 42; 


al 9 
9091: Tl Xo Y1, Ta——? Ys; 
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个 


1 


9 NH 
3 Ya, Ts 一 > Yi, XT1——> Ya; 


-> 多 oo; : 
93: Za, Tl V1，23 一 > Yo; 2 


hr hi 
hi: 1 一 一 > Yi, Ta, Ta—> Yo} 


hs ha 
ho. 23 一 一 > Yi, Xa3, Wi1 一 一 > Y2; 


hs hs 
ha: Xa—> Yi, V1, Xo 一 一 > Ya. 


一 共 八 个 映射 都 不 是 一 对 一 的 .` 除 . 广 、fo 外 都 是 在 上 的 . 
9. (gof) x, 9) = (91CfiC%, Y), Fabs, Ys 9 fix,Y), Fat, 9))); 
Cfo) (x, WD =fi(gi%, Y), gals, PD), fagilr,), 92C7,Y))). 
10. (gof) x, y) = (gi(filr, Y), folr, Y), falr, Y)), 
93( 户 (2 YF), fol, Y), falx, Y))); 
(fo9) x, y, 们 一 (万 CGO Yy, 2), galxs Y, 2)), falg91Cr, Y, 2) 
g2l%, Y, 2)), fal91(T, Y, 2), 92alx, Y, 2))). 
习题 3.8 1. (2) 若 zo 二 0Cmodp), 则 当 p 为 质数 时 , g(x) 三 zxo(mod p》 
一 对 一 在 上 , 否则 未 必 ，8. 不 交换 也 不 结合 . 3, 都 是 可 交换 的 ,结合 
的 ; 且 和 被 此 之 间 满 足 分 配 律 。4. V 有 零 元 1, 单位 元 0, 非 单 位 元 都 
无 逆 元 ; 人 有 和 零 元 0, 单位 元 二 非 单位 元 都 无 逆 元 。 “5. U 有 和 零 元 
多 单位 元 9 非 单 位 元 都 无 逆 元 ， 几 有 和 零 元 8 单位 元 4 非 单位 元 
都 无 逆 元 ,6.“.” 有 和 零 元 0, 单位 元 1,“V” 有 零 元 1, 单位 元 0; 非 
单位 元 都 无 逆 元 .?. 除 单位 元 0 外 只 有 2 有 逆 元 , 逆 元 也 是 和 


sz-{( 2 3) (2 1 3) (3 2 1) (1 s 3) 
(2 5 1) (3 1 3 外 运 生 " 的 单元 是 (] 。3) 无 
元 ,每 个 元 都 有 逆 元 . 可 
(2 了 3) (3 。?) (了 2 3) 的 族 元 都 是 它们 自己; 


1 3 2 
(2 31) -Gs 1 2)} 


[2 
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9. 人 满足 交换 律 与 结合 律 , 关于 U 及 中 满足 分 配 律 , 单位 元 为 多 无 

零 元 , 任意 一 个 元 素 以 自己 为 闻 元 。 

习题 3.4(8) 2. 一 阶 置 痪 祝 的 元 素 只 有 一 个 : 单位 元 是 二 阶 置 换 群 
1 2 1 2 

的 元 素 有 两 个 : 单位 元 是 e=(  。)，( 。 1 )( 逆 元 是 本 身 ); 三 阶 


1 2 3 工 2 3 
置换 群 的 元 素 有 六 个 : 单位 元 是 c={  。 3 ) 其 他 为 (了 。 


(: 2 3 (2 2 -), (2 2 ), (: 2 2), 前 4 个 的 洲 


32 1 \21 3 \23 1/\313 
元 是 本 身 , 后 两 个 互 为 道 元 ， 
y (7 。 35) (] 3) ao=(> 2 
YT 2 3 AS ,ar=(3 21) 
1 23 1 2 1 23 
和 (2 1 a) (2 3 1). “=( 1 2) 
于 是 
12345 1 2345 
9. oy (2 3 1 5 4) yr (2 3 1 5 a) 
12345 
一 -1 一 
er-(3 1 2 4 5) WM 
(1 2 3 4 5 
“ys (sg 3 5 2 1) 


吃 贞 强 过 


SN 


方程 x.9=g 的 解 6 为 


-人 (3 


si 2354) 
1: 
=-(3 


息 . (Zo; Be) 只 有 一 个 子 群 : (0 @o); 《25 一 {0}; @o 有 两 个 子 群 
(1; @0) 与 (也 名; @)， 坟 . (Zs; @9) 与 (Za 一 {0}; @) 的 直接 积 
(Zs x (2 一 1 人)，@ax @a) 有 六 个 元 素 ，(0, 1),，(0, 2，(1, DD， 
人 Gb 2)，(2, 1)，(2, 2)， 其 运算 表 为 ; 


mS 
to wD ww 
cf 中 中 由 


(0 了 | (3 | 0, 1) ， (2, 1) | (2, 2) 


(0, 1) | 0, 2) | C1,1) | C1, 2) | (2, 1) 
(0, 2) | (0, 1) | (1,2) | (1, DD) | (2, 2) 
(1, 1 | ,2 | (2,1) | 2,2)| (00, 
(1, 2) | (1, 1 1 C2,2) | C2, 1) | (0, 2) 
(3, 1) | ,2 | (00,1 | 0,2|d, 
| 2.2 | ,DD | ,2 | DC 


第 四 章 


习题 4.1 9. Omthss, 4. O05.0%/4!, 5. (DC 一 15 (00i=02 
一 10, 


6. (1): © D O242; Om 0- 0 ~2m+13 (2) 的 情况 相应 地 
把 (了 D) 苹 以 2 信 . YY. Oko 8. D3=08 种 . 9. OCR-1(m 一 7 


个 “ 隔 板 ”). 10. (了 CU (2) CFD-1( 或 O74,-2), 
11. Ch OO 多 ,02808544 


18. 02" /n= 1. 14. ET 7, Co) Obs, 
15. Doou | 
习题 4.2 工 , 不 矛盾 ，9. 22%，8. 最 大 可 取 18, 最 小 可 取 11. 


一 359 一 


4.(D11; (2)24 (3)8, 5.4 人，6.(D 3 (3) 18. 2 200<nCey 
<700. 8. (z, y, 2) =(2, 1, 4), . 
习题 4.8 1 球 不 同时 为 Rm~"; 球 相同 时 为 O35cm-n-1。 
B. 03 一 CD 十 0 十 十 CR 和 ,分别 为 
Cg 六 CC rr) mn) OPONE ms OPFOR 
习题 4.4 4 人 0 


nn—m 


变换 为 如 一 访 L(m, 有 ai 北 转 公式 为 om 一 六 Cm, 有 bo; 二 开春 
换 为 b= 加 了 Ch m)ax; 道 转 公式 为 a 一 寥 工 人 四 px 

n(n+1) (2n+1). %(2 十 1 了 
9 


,11. s(n, m), 
习题 4.5 5. 用 一 般 的 瑞 姆 赛 定理 , ?=20, m=10, gi 一 .… 一 qn 一 30， 


n(n+1) Cnt1) (n+ 3n—1) 
DT 


第 五 章 
习题 5.1 3.w=2 v=3 : J 二 4 
一 < < 人 << 
v= 
4 一 6 


只 有 姜 种 ， 如 图 所 示 ， 
Ll. rr 1 


“一 ”时 未 必 成 立 ，8. Ka 边 数 为 0% Ks Ks、 Ks Ks、 Ks6 如 图 所 


他 
全 志 


Hp SS 
全 一 > 


(7) 1 个 点 ,无 边 ， 


一 -361 一 


也. 不 能 ， 扮 . m 一 p. - 
习题 5.2C1) 1.x(G)=0; R=1. 2.1; 0, 3.k 0. 到 (TD 一 7 8 
(2) 一 33 (BD —4: 5;, 4)—8; 9. 
习题 5.2($) 二 .只 有 预 点 没有 边 的 图 ， 多. 当 页 点 个 数 为 全 时 为 2 碍 
则 为 3. 3. 均 为 2. 4. 立方 体 为 2; .正四 面体 为 所 正八 面体 为 3 
Bb. ylE,)=n. 6.2; 3; 4; 3. 
全 ， 7G) 3, 


习题 5.3(1) 1.《1),(2),(6)，(1 和 4 有 欧 拉 环 路 ; (4), 《10), (41) 有 了 欧 
拉 道 路 ; 其 它 均 没有 ，2. 2 为 奇数 时 ,有 了 欧 拉 环 路 ; w 为 偶数 时 , 只 当 
n=2 时 有 了 欧 拉 道路 . 

习题 8.3(8) 1. (2), (3), (4), (0) 有 险 米尔 顿 环 路 (5) 有 哈 米 尔 顿 
道路 ; (1) 二 者 都 无 ，3. 树 有 哈 米 尔 顿 道路 当 且 只 当 一 切 顶 点 的 缮 合 
度 痢 不 超过 2. : 

习题 5.8C8) 3. (D 最 小 价格 生 成 树 有 了 两 个 ， 价格 都 是 只 


362 一 


习题 5.4 9. 
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习题 5.5 1. | 
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